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Анализ рентгеновских муаровых изображений 
деформированных кристаллов по радиальным распределениям 
энергетического спектра Фурье 

С. В. Баловсяк, С. Н. Новиков, И. М. Фодчук, И. В. Яремчук  

Черновицкий национальный университет имени Юрия Федьковича, 
ул. Коцюбинского, 2, 
58012 Черновцы, Украина 

Исследовано влияние величины равномерно распределённых локальных 

сосредоточенных сил, действующих на исходную поверхность анализато-
ра LLL-интерферометра, на формирование муаровой картины. Показана 

зависимость распределения интенсивности энергетического спектра 

Фурье муарового изображения от величины сосредоточенных сил. Уста-
новлена зависимость между величиной локальных сил и средней ради-
альной пространственной частотой радиального распределения для энер-
гетического спектра муарового изображения, что позволяет вычислять 

значения остаточных деформаций кристаллов на основе эксперименталь-
ных муаровых изображений. 

Ключевые слова: LLL-интерферометр, муаровые полосы, сосредоточен-
ная сила, деформационное поле, энергетический спектр Фурье. 

Досліджено вплив величини рівномірно розподілених локальних зосере-
джених сил, які діють на вихідну поверхню аналізатора LLL-інтерферо-
метра, на формування муарової картини. Показано залежність розподілу 

інтенсивності енергетичного спектру Фур’є муарового зображення від ве-
личини зосереджених сил. Встановлено залежність між величиною лока-

Corresponding author: Igor Mykhaylovych Fodchuk 
E-mail: ifodchuk@ukr.net 
 
Yuriy Fedkovych Chernivtsi National University, 
2 Kotsyubynsky Str., UA-58012 Chernivtsi, Ukraine 
 
Citation: S. V. Balovsyak, S. M. Novikov, I. M. Fodchuk, and I. V. Yaremchuk, Analysis 

of Moiré X-Ray Images of Deformed Crystals Using Radial Distribution of the Fourier 

Energy Spectrum, Metallofiz. Noveishie Tekhnol., 41, No. 3: 389–402 (2019) 
(in Russian), DOI: 10.15407/mfint.41.03.0389. 

Metallophysics and Advanced Technologies  
Ìåòàëîôіç. íîâітні òåõíîë.  
Metallofiz. Noveishie Tekhnol.  
2019, vol. 41, No. 3, pp. 389–402 
https://doi.org/10.15407/mfint.41.03.0389 
Reprints available directly from the publisher 

 2019 G. V. Kurdyumov Institute for Metal Physics,  
National Academy of Sciences of Ukraine 

Published by license under  
the G. V. Kurdyumov Institute for Metal Physics–

N.A.S. of Ukraine Publishers imprint. 
Printed in Ukraine. 

389 

                                                             

https://doi.org/10.15407/mfint.41.03.0389
https://doi.org/10.15407/mfint.41.03.0389


390 С. В. БАЛОВСЯК, С. Н. НОВИКОВ, И. М. ФОДЧУК, И. В. ЯРЕМЧУК 

льних сил та середньою радіальною просторовою частотою радіального 

розподілу для енергетичного спектру муарового зображення, що дозволяє 

обчислювати значення залишкових деформацій у кристалах на основі ек-
спериментальних муарових зображень. 

Ключові слова: LLL-інтерферометр, муарові смуги, зосереджена сила, 

деформаційне поле, енергетичний спектр Фур’є. 

The influence of the magnitude of evenly distributed local concentrated forc-
es, which act on the entrance surface of LLL-interferometer analyzer, on the 

formation of moiré pattern is investigated. The dependence of the intensity 

distribution of the Fourier energy spectrum of the moiré pattern on the mag-
nitude of the concentrated forces is shown. The dependence between the 

magnitude of local forces and the average radial spatial frequency of radial 
distribution for the energy spectrum of moiré pattern is established, which 

allows us to calculate the values of deformations of crystals on the basis of 

experimental moiré pattern. 

Key words: LLL-interferometer, moiré stripes, concentrated force, defor-
mation field, Fourier energy spectrum. 

(Получено 11 октября 2018 г.) 
  

1. ВВЕДЕНИЕ 

Перспектива применения метода рентгеновского муара для иссле-
дования кристаллов состоит в его высокой чувствительности к ма-
лым деформациям кристаллической решетки [1–18]. На практике 

точность определения величины дилатации решетки (изменения 

межплоскостного расстояния ∆а) составляет ≈ 10−8
 Å, а точность 

определения поворота кристаллографических плоскостей — ≈ 0,01′′ 
[6]. 
 Интерференция двух когерентных рентгеновских волн в кри-
сталле-анализаторе как линза увеличивает в разы, по сравнению с 

топографическим изображением, область слабых деформационных 

полей, вследствие формирования характерной с переменным пери-
одом дугообразной (эллипсообразной) системы муаровых темно-
светлых по контрасту полос [9]. 
 На формирование муаровой картины, как правило, влияет много 

факторов — макро- и микродеформационные поля, обусловленные 

структурным несовершенством и неоднородностью кристалличе-
ских блоков интерферометра, а также отклонениями их геометри-
ческих характеристик (нарушение плоскопараллельности пластин, 
их кристаллографической разориентации и др.) [1]. Это приводит к 

неоднозначности в трактовке муаровых изображений деформаци-
онных полей от отдельных дефектов и их комплексов. Причиной 

этого также является, так называемая, фазовая проблема, которая 
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возникает при интерференции когерентных пучков рентгеновских 

лучей, которые проходят сквозь разные структурно искаженные 

области кристалла [12]. 
 Следовательно, поиск новых методов анализа муаровых картин и 

установления механизмов формирования муаровых распределений 

интенсивности имеет важное значение, поскольку позволяет избе-
гать ошибочных толкований сложных интерференционных картин 

и значительно облегчает определение действующих остаточных ис-
точников деформаций [1, 10–17]. 
 В данной работе представлены новые подходы к анализу экспе-
риментальных муаровых картин, полученных с помощью LLL-ин-
терферометра, вследствие действия сосредоточенных сил на исход-
ную поверхность кристалла-анализатора. Рассмотрены новые воз-
можности повышения степени однозначности и точности определе-
ния деформаций в кристалле при анализе муаровых распределений 

интенсивности с помощью метода энергетического спектра Фурье 

[19–22]. Установлена взаимосвязь между изменениями периодов 

муаровой картины и суммарным значением локальных сосредото-
ченных сил, действующих на исходную пластину интерферометра. 

2. ТЕОРЕТИЧЕСКАЯ ЧАСТЬ 

В общем случае фаза дифрагированного интерференционного пучка 

связана с фазой структурной амплитуды брэгговских отражений. 
Если атомные плоскости деформированы, то эффективная фаза 

структурной амплитуды локально модифицируется. Когда такая 

дифрагированная волна в кристалле интерферирует с другой, то 

локальные изменения интенсивности наблюдаются вдоль сечения 

пучка. Полученное изображение является топографической карти-
ной распределения локальных искажений решетки [4, 18]. Измене-
ние фазы на π повторяет максимальное изменение интенсивности и 

является результатом изменения периода решетки dhkl [8]. 
 Развитие динамической теории рентгеновских волн в настоящее 

время позволяет провести необходимые численные моделирования 

муаровых картин с заданным полем деформаций [6, 15, 16]. При 

таком подходе к анализу экспериментальных муаровых картин, 
можно получить необходимую количественную информацию об ис-
точниках и распределении остаточных или действующих деформа-
ций, а также о характере их возможного взаимодействия [17]. 
 В работах [14–17] проведен теоретический анализ влияния на 

формирование муаровой картины величины локальных сосредото-
ченных сил, действующих параллельно вектору дифракции H на 

исходную поверхность анализатора LLL-интерферометра (рис. 1). 
 В настоящей работе для исследования механизмов формирова-
ния муаровых картин использованы соотношения, приведенные в 
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работе [15], а также численное решение системы дифференциаль-
ных уравнений гиперболического типа (уравнений Такаги) [23]. 
 При расчете муаровых картин деформации кристаллической ре-
шетки анализатора задавались действием локальных сосредото-
ченных сил на исходную поверхность кристалла. При действии со-
средоточенной силы P на полубесконечную среду вдоль координаты 

z поле атомных смещений описывается соотношением [24]: 
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Рис. 1. Схема рентгеновского LLL-интерферометра [1]: S — расщепитель 

(делитель), MR — зеркало, A — анализатор, 
a
0E  — падающий пучок рент-

геновских лучей, E0, Eh — преломленный и дифрагированный пучки после 

расщепителя S, E0h, Ehh — дифрагированные пучки после зеркала MR, Rh, 

R0 — выходящие пучки интерферометра, которые формируют муаровое 

изображение Rh [10], P1–PN — локальные силы. 

Fig. 1. X-ray LLL-interferometer scheme [1]: S is splitter (divider), MR is mir-
ror, A is analyzer, 

a
0E  is incident beam of X-rays, E0, Eh are refracted and dif-

fracted beams after the splitter S, E0h, Ehh are diffracted beams after the mir-
ror MR, Rh, R0 are outgoing beams of the interferometer, which form the moiré 

image of Rh [10], P1–PN are local forces. 
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где r = (x
2
 + y

2
 + z

2)1/2, ix, iy, iz — единичные орты осей координат, ν — 

коэффициент Пуассона, = θ πsin ( / (2 )) ,dP P G H  θ — угол Брэгга для 

отражения (220) CuKα-излучения, G — модуль сдвига. 
 Направлением действия и характером пространственного рас-
пределения локальных сил и нагрузок (рис. 2) на поверхности кри-
сталла можно моделировать поля упругих напряжений и деформа-
ций, которые могут возникать в случае нанесения царапин или при 

наличии источников дислокационных скоплений [7, 8, 10]. 
 На рисунке 3 рассчитана серия рентгеновских муаровых изобра-
жений Rh(x, y) при действии N сосредоточенных сил на исходную 

поверхность анализатора LLL-интерферометра. Сосредоточенные 

силы в ряде размещены через 400 мкм параллельно вектору ди-
фракции вдоль отрезка прямой (рис. 2). При сумме N таких сил, 

например, PNL = 100 в относительных единицах (фигурируют в под-
писях к рис. 2–5), значение Pd = 0,08 H, что соответствует области 

слабых деформаций [15]. 
 Распределения локальных сил Pn в ряде аппроксимированы си-
нусоидами: 

 

Рис. 2. Распределения сосредоточенных сил 
1 2 3, ,n n nP P P  (с формами S1, S2 и 

S3) в рядах при PNL = 21; n — номер локальной нагрузки; маркерами отме-
чены значения локальных нагрузок в ряду, для которых рассчитаны муа-
ровые картины, представленные на рис. 3. 

Fig. 2. Distributions of concentrated forces 
1 2 3, ,n n nP P P  (with forms S1, S2 and 

S3) in rows with PNL = 21; n is the number of local load; markers are the values 

of local loads in the row, for which the moiré patterns are presented, shown in 

Fig. 3. 
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где n — номер локальной силы, n = 1, …, N; TP = 2N − 1 — период 

синусоиды, которая описывает распределение сил; APt — теоретиче-
ская амплитуда синусоиды, PNL — сумма сосредоточенных сил в ря-
ду; 
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— среднее арифметическое N значений синусоиды с амплитудой 

APt. 
 Для расчета муаровых изображений (рис. 3) использовано три 

формы распределений локальных нагрузок: S1 — равномерное, S2 

— минимальное значение нагрузки на синусоиде в центре и S3 — 

максимальное его значение в центре распределения, которые обо-
значаются 1 2,n nP P  и 

3
nP  соответственно (рис. 2). 

 Для осуществления преобразований Фурье и вычисления энерге-
тических спектров муаровые изображения Rh(x, y) (рис. 3) пред-

 
а 

 
б 

Рис. 3. Рассчитанные Rh(x, y) муаровые изображения (в виде матриц f(i, k)) 

для распределения сосредоточенных сил 
1 2 3, ,n n nP P P  (рис. 2) при PNL: 21 (а), 

147 (б). 

Fig. 3. Calculated moiré images Rh(x, y) (in the form of f(i, k) matrices) for the 

distribution of concentrated forces (Fig. 2) with PNL: 21 (а), 147 (б). 
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ставлялись в виде цифровых матриц f = f(i, k), где i = 1, …, Mi, k = 1, 

…, Nk; Mi — высота и Nk — ширина изображения в пикселях. 

3. РЕЗУЛЬТАТЫ ИССЛЕДОВАНИЙ 

Энергетические спектры муаровых изображений. Рентгеновские 

муаровые изображения Rh(x, y) (рис. 3) существенно зависят от ве-
личины и характера распределения локальных сил (рис. 2). Сейчас 

еще существует проблема решения обратной задачи — определения 

по муаровому изображению величины остаточных деформаций, его 

породивших. Нами предлагается метод, который позволяет решить 

данную проблему. Суть метода заключается в установлении взаи-
мосвязи между значениями средних пространственных частот 

энергетических спектров муаровых изображений f(i, k) и суммар-
ной нагрузкой PNL. 
 Для начала выполняется двухмерное прямое дискретное быстрое 

преобразование Фурье матрицы f(i, k) [21]: 

 1 1
1 1

1 1

( 1) ( 1)
( , ) ( , ) exp 2 ,

i kM N

i k i k

m i n k
F m n f i k j

M N= =

  − −
= − p +     

∑∑  (3) 

где m1 — номер (индекс) частоты по высоте (количество компонент 

разложения по высоте), n1 — номер частоты по ширине, m1 = 1, 2, 
…, Mi, n1 = 1, 2, …, Nk, j — мнимая единица. 
 Анализ спектра Фурье F (или Фурье-образа сигнала) упрощается, 
если переместить начало координат переменных m1 и n1 в центр ча-
стотного прямоугольника. В результате спектр Фурье F(m1, n1) пре-
вращается в центрированный спектр Фурье FC(mi, nk). Номерам ча-
стот (mi, nk) соответствуют значения их пространственных частот 

(u, v) на спектре по высоте и ширине соответственно, которые зада-
ются: 

 , .i k

i k

m n
u

M N
= n =  (4) 

 Энергетический спектр PS или спектральная плотность опреде-
ляется через квадрат модуля FC [19–22]: 

 
2

S C .P F=  (5) 

 Радиальное распределение для энергетического спектра и его 

средняя пространственная частота. На основе энергетического 

спектра PS муарового изображения вычисляется его радиальное 

распределение (профиль) PR(d) (рис. 4), где d — номер радиальной 

частоты: d = 1, …, NR, NR = min(Mi, Nk)/2. Номеру d соответствует 
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значение радиальной частоты 

 ν = −r ( 1) / ,Nd M  (6) 

где MN = max(Mi, Nk). 
 На муаровых изображениях в большинстве случаев присутствует 

высокочастотный шум, который проявляется на радиальных рас-
пределениях PR(d) в виде фона, особенно при высоких простран-
ственных частотах νr > 0,2 пиксель−1. Поэтому для точного вычис-
ления средней пространственной частоты Rν  радиальных распреде-
лений PR из них удаляется шумовая составляющая. В качестве мо-
дели шума использована распространенная модель аддитивного бе-

  
а б 

 
в 

Рис. 4. Радиальные распределения PR (в логарифмическом масштабе и ап-
проксимированные полиномом степени nw = 7) для энергетических спек-
тров PS: S1 (а), S2 (б), S3 (в) и соответственно PNL: 1 — 21, 2 — 52, 3 — 147. 

Fig. 4. Radial distributions of PR (on a logarithmic scale and approximated by 

a polynomial with degree nw = 7) for the energy spectra PS: S1 (а), S2 (б), S3 (в) 
and respectively PNL: 1—21, 2—52, 3—147. 
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лого гауссового шума (Additive White Gaussian Noise — AWGN) 
[22]. Уровень гауссового шума описывается через среднее квадра-
тическое отклонение (СКО) σNE. В соответствии с теоремой Парсева-
ля: 

 −σ = ν1/2
NE Rp rM( ) ( ),i kM N P  (7) 

где PRp(νrM) — значение полинома первой степени для максималь-
ной пространственной частоты νrM, который аппроксимирует высо-
кочастотную область (0,2 ≤ νr ≤ νrM) распределения PR(νr). 
 Средняя радиальная пространственная частота вычисляется на 

основе радиального профиля PR(d) энергетического спектра [24]: 

 
= =

ν = ν∑ ∑
R R

R R r R
2 2

( ) ( ) / ( ).
N N

d d

P d d P d  (8) 

При вычислении νR  постоянная составляющая PR(1) не учитывает-
ся. 
 Соответственно средний радиальный пространственный период 

RT  определяется как: 

 = νR R1/ .T  (9) 

 Отметим, что частота νR  радиального распределения PR не зави-
сит от экспериментальных условий получения изображения, в от-
личие от значений PR для определенной частоты (рис. 5). 
 Между выбранными для анализа значениями суммарной нагруз-
ки PNL и средней частотой νR  существует соответствующая корре-
ляция (рис. 6). Значения частот R1 R2 R3( , , ),ν ν ν  полученных для раз-
личных распределений нагрузок (S1, S2, S3), при одинаковых PNL 

практически совпадают. Это позволяет установить связь между 

произвольной PNL и соответствующей ему νR . Зависимость дис-
кретных значений νR  от PNL описывается функцией ϕPν: 

 NL NL R R( , , ),PP mP mν= ϕ ν ν  (10) 

где mPNL, Rmν  — значения PNL и νR , вычисленные для серии эта-
лонных изображений. 
 При этом кусочно-линейная аппроксимация зависимости 

NL R( )P ν  дает наименьшее значение среднеквадратичной погрешно-
сти при вычислении аппроксимированных значений PNL относи-
тельно теоретических 

t
NL,P  чем аппроксимация полиномами произ-

вольной степени (рис. 5). 
 Отметим, что вычисление суммарной нагрузки PNL выполняется 

корректно не только для произвольных распределений сил, а также 
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для различных масштабов и при изменении контраста муаровых 

изображений. 
 Определение остаточных деформаций из анализа эксперимен-
тальных муаровых изображений. Благодаря корреляции нагрузки 

PNL и средней частоты Rν  становится возможным определять из 

экспериментальных муаровых картин величину Pd — значение 

остаточных деформаций в кристалле, которые породили ее (рис. 7). 
Например, после скрайбирования индентором выходной поверхно-
сти анализатора LLL-интерферометра [10] и соответствующего вы-
числения энергетического спектра муарового изображения (рис. 7, 
а) и Rν  (рис. 7, б) становится возможным оценить величину оста-
точных напряжений в микроцарапине. По значению Rν  оценена 

величина суммарного действия остаточных источников напряже-
ний в микроцарапине, в частности: PNL = 43,45 (Pd = 0,035 Н), при 

этом 
eks
NL 41,67P =  (

eks 0,033 ÍdP =  [10]). Относительная погрешность 

вычислений составляет ≈ 4,3%. 

4. ВЫВОДЫ 

1. Рентгеновские муаровые изображения f существенно зависят от 

 

Рис. 5. Фрагменты радиальных распределений PR в логарифмическом 

масштабе (распределений S1 на рис. 4, а); маркерами указаны средние ра-
диальные частоты Rν  для PNL: 1 — 21, 2 — 52, 3 — 147. 

Fig. 5. Fragments of radial distributions of PR on a logarithmic scale (S1 dis-
tributions in Fig. 4, a); markers indicate average radial frequencies Rν  for 

PNL: 1—21, 2—52, 3—147. 
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величины и характера распределения локальных сил. Предлагает-
ся подход (метод), который позволяет связать зависимость средних 

пространственных частот энергетических спектров Фурье муаро-
вых изображений f и суммарной нагрузки PNL, которая стала при-
чиной их возникновения. 
2. Средняя радиальная пространственная частота Rν  радиального 

распределения PR энергетического спектра Фурье муарового изоб-
ражения не зависит от экспериментальных условий получения 

изображения и может быть выбрана для характеризации муаровых 

картин. 
3. Между значениями суммарной нагрузки PNL и средней частоты 

Rν  существует соответствующая корреляция, которая позволяет 

установить функциональную связь между ними. Кусочно-линейная 

аппроксимация зависимости NL R( )P ν  дает меньшее значение сред-
неквадратичной погрешности при вычислении аппроксимирован-
ных значений PNL относительно теоретических 

t
NLP , чем аппрокси-

мация полиномами. 
4. Вычисление энергетического спектра экспериментальных муа-

 

Рис. 6. Зависимость Rν  от PNL; частоты R1 R2,ν ν  и R3ν  полученные для эта-
лонных муаровых изображений (рис. 3) с распределениями нагрузок S1, S2 

и S3 соответственно; RAν  — значения параметра νR  аппроксимированы 

полиномом второй степени. 

Fig. 6. Dependence Rν  on PNL; frequencies R1 R2,ν ν  and R3ν  obtained for 

standard moiré images (Fig. 3) with load distributions S1, S2 and S3, respec-
tively; RAν  are values of parameter Rν  approximated by a second-degree pol-
ynomial. 
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ровых картин и определение их средней пространственной частоты 

позволяет оценить величину усредненных остаточных деформаций, 
которые породили ее. 
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−ν = 1
R 0,0029 ïèêñåëü  

(б). 

Fig. 7. Experimental moiré pattern due to residual deformations in the micro 

scratch, which arose as a result of the indenter effect on the initial surface of 

the LLL interferometer analyzer [10] (а); a fragment of the radial distribution 

of the energy spectrum and the value of the averaged frequency 
−ν = 1

R 0.0029 pixel  (б). 
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