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Умови самоорганізації дисипативних модульованих 

структур у разі розподілу вакансій 

усередині циліндричного зразка 
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Проаналізовано умови утворення синергетичної структури, яка сприяє 

пластичній деформації без участі дефектів, особливо дислокацій, за раху-
нок самоорганізації вакансій у реальних кристалічних об’єктах. У даній 

роботі розглянуто рівняння для концентрації вакансій у циліндричному 

зразку. Одержано впорядковані рішення у вигляді чергування зон висо-
кої і низької концентрації вакансій. Ці рішення зменшуються зі збіль-
шенням часу t і за t → ∞ прямують до нуля. Зроблено припущення, що 

якщо зразок знаходитиметься у відповідному механічному полі, часу іс-
нування рішень може виявитися достатньо для утворення гідродинаміч-
них каналів. Показано, що такі процеси можуть відбуватися тільки у від-
критій системі. 

Ключові слова: гідродинамічна течія, самоорганізація, вакансії, кристал, 

синергетична структура, циліндричний зразок. 

The conditions for the formation of a synergistic structure that promotes 

plastic deformation without the participation of defects, mainly dislocations, 

are analyzed in real crystalline objects due to the self-organization of vacan-
cies. The equation for the concentration of vacancies in a cylindrical sample 

is considered in this paper. The ordered solutions obtained are of the form of 
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alternating zones of high and low concentration of vacancies. These solutions 

decrease with increasing time t and tend to zero as t → ∞. As assumed, if the 

sample is located in the corresponding mechanical field, the lifetime of the 

solutions may be sufficient for the formation of hydrodynamic channels. As 

shown, such processes can only take place in an open system. 

Key words: hydrodynamic flow, self-organization, vacancies, crystal, syner-
getic structure, cylindrical sample. 

(Отримано 14 лютого 2020 р.; остаточн. варіант — 3 серпня 2020 р.) 
  

1. ВСТУП 

Нині загальноприйнятим механізмом пластичної течії кристалів є 

переміщення дефектів, які вже знаходилися у кристалах. Проте 

цей процес неминуче супроводжується утворенням перешкод для 

переміщення дефектів — так званим утворенням деформаційної 
структури (коміркової, полігональної та ін.). Тому у процесі плас-
тичної деформації реальних кристалічних об’єктів обов’язково не-
одмінно настає стадія зміцнення, тобто уповільнення приросту де-
формації у разі зростання прикладеного механічного навантажен-
ня. Коли деформаційне структуроутворення призводить до повного 

припинення релаксації зовнішнього механічного поля за рахунок 

пластичної формозміни об’єкта, останній або руйнується, або за-
знає синергетичних змін, тобто утворення структури, яка сприяє 

подальшій пластичної деформації об’єкта. 
 Численні експериментальні, теоретичні та модельні дослідження 

[1–5] показали, що такою структурою у випадку твердих кристалі-
чних тіл, є канали гідродинамічної течії речовини з «пухкою» амо-
рфноподібною структурою всередині [3, 6]. Густина речовини цих 

каналів значно менша густини кристалічного об’єкта, що дозволяє 

припустити можливість того, що вакансійні дефекти відіграють го-
ловну роль в утворенні й розвитку каналів гідродинамічної течії. У 

цій статті розглянуто самоорганізацію вакансій у процесі пластич-
ної деформації реальних кристалічних об’єктів, та показано мож-
ливість їх участі в утворенні синергетичної структури, яка сприяє 

пластичній деформації без участі дефектів, а саме дислокацій. 
 У радіаційному матеріялознавстві, зокрема у роботах [7, 8], умо-
ви самоорганізації дисипативної модульованої структури аналізу-
ють у просторовому розподілі вакансій, що взаємодіють, і на думку 

авторів, може використовуватися для прогнозування поведінки ма-
теріялів під опроміненням без виконання попередніх випробувань, 
але у роботах [7, 8] було розглянуто самоорганізацію за рахунок 

взаємодії між вакансіями (притягання та відштовхування). Ми 

спробували доповнити це актуальне питання у нашій роботі. 

https://context.reverso.net/%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B5%D0%B2%D0%BE%D0%B4/%D0%B0%D0%BD%D0%B3%D0%BB%D0%B8%D0%B9%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9-%D1%80%D1%83%D1%81%D1%81%D0%BA%D0%B8%D0%B9/assumed
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2. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКІВ 

У рівняннях для концентрації вакансій та їхніх агломератів [9] 

знехтуємо взаємодією агломератів між собою. 
 Тоді для концентрації моновакансій (вакансій) v1 одержуємо рів-
няння 

 1
1,

dv
B D v

dt
= + D  (1) 

де t — час, D — коефіцієнт дифузії вакансій; B — швидкість гене-
рації вакансій, зокрема останні можуть генеруватися як за рахунок 

руху дислокацій, так і за рахунок коливань атомів у кристалі, чи за 

будь-яким іншим механізмом. 
 Нехай є циліндричний зразок, у якому перебувають вакансії. За-
пишемо оператор D в циліндричних координатах [10]: 

 
2 2

2 2 2

1 1
,

f f f
f r

r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂     D = + +     ∂ ∂ ∂ϕ ∂     
 (2) 

де 
2 2 2,r x y= +  tg ,y xϕ =  x, y, z — декартові координати. 

 Розглянемо нескінченно високий циліндр. Тоді складовою 
2 2f z∂ ∂  можна знехтувати. Припустимо, що розв’язок рівняння (1) 

матиме вигляд 

 1 )( ) , ( ) ( ,( , )n n n
n n

v u r G W r u r Q r= + ϕ = + ϕ∑ ∑  (3) 

де Gn — довільні сталі, u(r)
 

— невпорядкована частина v1, ( , )nW r ϕ  

— впорядковані частини v1. Вважаємо, що Gn > 0. Тоді перша скла-
дова матиме вигляд 

 2, (4 ).u A br b B D= − =  (4) 

Це можна перевірити, якщо зробити підстановку (4) в (2) і (1). На 

межі зразка, тобто в області r = L повинна виконуватися умова: 

 1 0( )v r L= = , (5) 

оскільки вакансії виходять через поверхню назовні. Відповідно 

 ( ) 0.u r L= =  (6) 

Звідси одержуємо 

 2 (4 ).A BL D=  (7) 
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Замість набору подібних доданків n
n

Q∑  обмежимося розглядом од-

ного доданка 

 ( , , ).Q GW r t= ϕ  (8) 

Шукатимемо W у вигляді 

 ( , )exp( ).W V r qt= ϕ −  (9) 

Підставимо (9) в (1) і (2), знехтувавши членом vzz, одержимо 

 □r
2 0,V V r pVϕϕ+ + =  (10) 

в якому 

 □r
2 ,rr rV r V rV= +  (11) 

 
0,

q
p

D
= >  (12) 

 r

V
V

r

∂
=

∂  і т.д. (13) 

Скористаємося методом, аналогічним до того, який використовува-
ли для вивчення воднеподібного атома [11]. Знайдемо V у вигляді 

 ( , ) ( ) ( ).V r R r Fϕ = ϕ  (14) 

Поділимо (10) на V та одержимо 

 1 1( ) ( ),R r F= − ϕ  (15) 

 1( )R r =□r
2/ ,R R r p+  (16) 

 1( ) / .F F Fϕ ϕϕ=  (17) 

Права та ліва частини рівняння (15) залежать від різних змінних (r 

та ϕ). Це можливо тільки коли вони дорівнюють деякій довільній 

сталій. Припустимо, що 

 2
1( ) .F nϕ = −  (18) 

Відповідно 

 2
1( ) .R r n=  (19) 

З (17) та (18) одержуємо 
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 cos( ).F n= ϕ  (20) 

Оскільки ϕ — це кут, має виконуватися умова 

 ( 2 ) ( ).F Fϕ + π = ϕ  (21) 

Це можливо, лише якщо 
2

1( )F nϕ = −  і n — ціле число. Тоді з (19) і 
(16) відносно R одержимо рівняння 

 2 2 2( ) 0.rr rr R rR r p n R+ + − =  (22) 

З відомого рівняння Бесселя [10] для нас становить інтерес лише 

область r > 0. Тоді рішення (22) матиме вигляд: 

 1
1 2 1 2( ) ( ,)n nR arp rpJ Y= +  (23) 

де Jn та Yn — функції Бесселя відповідно першого та другого роду. 
Відомо з [10]: 

 
0

lim .( )nx
Y x

→
= −∞  (24) 

Тобто це рішення не представляє для нас інтересу, та будемо вважати 

 a1 = 0. (25) 

Графіки ( )nJ x  для Jn (n = 0, 1, 2) показано на рис. 1. 
 Очевидно, що це майже періодичні функції з від’ємними мініму-
мами і додатними максимумами. Тож, як ми бачимо з (23), (20), 

(14) і (9) можна зробити висновок, що концентрація вакансій роз-
поділена за зразком нерівномірно, а майже періодично як по ϕ, так і 
по r. Оскільки ми знехтували залежністю від z, нанесемо на коло 

ділянки в інтервалах максимального і мінімального F, min( 1)F = −  та 

аналогічно max і min 
1 2( ).n rpJ  Ділянки перетину max з max, та min 

з min, є зонами максимальних концентрацій вакансій у доданку 

( , , ).W r tϕ  У цих ділянках згодом можуть утворюватися гідродина-
мічні канали. 

2.1. Граничні умови та умови самоорганізації 

1. З (5) та (6) маємо 

 ( ) ( ) 0.V r L R r L= = = =  (26) 

Відповідно з рис. 1 позначимо через xj (j — ціле число) такі значен-
ня x, за яких функція ( )nJ x  перетинає вісь OX. Важливо відзначи-
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ти, що умова (26) може виконуватися лише за деяких дискретних 

значень p, а саме 

 ( )2
/ .j jp p x L= =  (27) 

2. За r < L має виконуватись умова: 

 1 0,v >  (28) 

оскільки концентрація вакансій не може бути від’ємною. Врахову-
ючи формули (3), (8), (9), (14) та (20), приходимо до висновку, що 

 ( ) ( ) 0 ( 0)u r G R r G− > >  (29) 

для усіх r. Добираємо G таким чином, щоб нерівність (29) викону-
валась. 
 Можна побачити, що зі збільшенням B, тобто зі зростанням шви-
дкості генерації вакансій (див. формулу (1)) збільшується і макси-
мальне G, тобто самоорганізований доданок. Відповідно, без пос-
тійної генерації вакансій неможлива й їх самоорганізація! 

2.2. Врахування взаємодії між вакансіями 

Запишемо аналогічно [7] рівняння, яке описує розподілення густи-

 

Рис. 1. Функція Бесселя. 

Fig. 1. Bessel function. 
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ни вакансій у зразку в подальших припущеннях: 
1. В одномірному припущенні. 
2. У стаціонарному припущенні ( )v/ t 0 .∂ ∂ =  

 
( )1

0.a

v

dS xv d dv
K v

D dx dx dx

    − + + =     τ    
 (30) 

 ( ) ( )( ) .aS x E x x v x dx
Ω

′ ′ ′= −∫  (31) 

Тут v(x) — густина вакансій; τ —тривалість життя вакансій щодо 

вбирання їх стоками (поверхнею, дислокаційними петлями тощо); 
E(R) — зведена енергія парної взаємодії вакансій; R — відстань між 

цими вакансіями. Дійсно, утворення стаціонарних упорядкованих 

станів відкритої вакансійної підсистеми можливе лише за наявнос-
ті взаємодії моновакансій, що складається із суми деформаційно-
індукованого та електрохемічного внесків [7, 8]. 
 За реалістичних значень модулів пружности, енергій когезії та 

параметрів ґратниці кристала така сума є чималою за значенням, 
причому другий (майже ізотропний) внесок у ній домінує, але пер-
ший (анізотропний і до певної міри притягальний) визначає симет-
рію (й орієнтацію щодо кристалографічних осей зразка) дисипати-
вної структури, що утворюється. 
 В іншому разі, коли міжвакансійною взаємодією можна знехту-
вати, очікувати стійкого впорядкованого стану підсистеми генеро-
ваних вакансій практично безнадійно (очевидно, такий стан «розс-
моктуватиметься» та зникатиме дуже швидко). Тому автори розг-
лянули найпростіший (майже реалістичний) випадок, коли моно-
вакансії взаємодіють з енергією E(R), що спадає з віддаллю R між 

парою вакансій (орієнтованою вздовж осі циліндричного стрижня) 
за степеневим законом: 

 
3 4 8

( ) ,
d a b

E R
R R R

= − +  (32) 

 
, , ,

B B B

A B D
a b d

k T k T k T
= = =  (33) 

тобто нехтуючи фактично квазиосцилівним характером залежності 
E(R) і відповідним рівнянням, (див., наприклад, [7, 8]), та модифі-
куючи рівняння (1) для вісесиметричного випадку у (30), (31) і (32); 
що можна побачити далі). 
 Усі інші позначення, аналогічно, як у роботі [7]. 
 Знайдемо рішення v(x) у вигляді 

 ( ) ( )  ,v x C hf x= + + …  (34) 
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де h — стала та C — стала, яку знаходять з (30) 

 1.h <<  (35) 

Шукаємо умови, за яких f(x) буде впорядкованою коливною функ-
цією. Прирівняємо коефіцієнти при h

1
 та одержимо 

   ,b
v

f
f CS f CS f CS

D
′′′′ ′ ′ ′′+ + − = −

τ
 (36) 

 ( ) ( ) ,bS E x x f x dx
Ω

′ ′ ′= −∫  (37) 

де 

,
df

f
dx

′ =  

dS
S

dx
′ =  і т.д. 

 3 4 8 ,S S d S a S b= − +  (38) 

де Sn визначено у (41), n — натуральне число. 
 Згідно з (31), (32): 

 .R x x′= −  (39) 

 Вважаємо, що 

 ,L x L− < <  ,L x L′− < <  (40) 

де L — половина довжини зразка. 
 Вважаємо також, що вакансії не можуть підходити одна до одної 
на відстань меншу, ніж x. 
 Тоді одержимо 

 .

x

L

L

n n n
x

dx dx
S

x x x x

−x+

−+x

′ ′
= +

′ ′− −∫ ∫│ │ │ │
 (41) 

Введемо нову змінну 

 .y x x′= −  (42) 

Одержимо 

 .

L x

L x

n n n

dy dy
S

y y

− −x

x − −

= +∫ ∫  (43) 
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Звідси 

 2  .
L L x L x

n n n n
L L

dy dy dy
S

y y y

− +

x

= + +∫ ∫ ∫  (44) 

Таким чином, виходить 

 
1 11

1 1 1 ,
( 1)

n nn

n

L x x
S C

n L L

− −−       = + − + +      −        
 (45) 

де C1 — стала, яка не представляє для нас інтересу, оскільки ми 

шукаємо похідні від Sn. Розкладемо Sn у ряд Маклорена за x: 

 1
x x

L L

 
< 

 
  

за допомогою [10] 

 
2

1
1 2

 
( )   2  .n

n

nx
S x C L

L
−  

= + + + … 
 

 (46) 

Можна побачити, що наразі відсутні члени з непарними ступенями 

(x/L). Тоді з (38) і (46) одержимо рівняння: 

 4 5 1 32 (3 8 4 ) 0( ).S L d bL aL x x− − −′ = + − +  (47) 

 4 5 1 2 2 22 (3 8 4 ) 0( ) 0( ),S L d bL aL x q x− − −′′ = + − + = +  (48) 

 1 ,bf a f CS ′′′′ + = −  (49) 

 

2
1

1
.

v

a Cq
D

= −
τ

 (50) 

Припустимо, що 

 cos( ).f px=  (51) 

Тоді з рівняння (37) з урахуванням (42) випливає 

 1 2( ) cos ( ) cos sin ,bS E y p y x dy I px I px
Ω

≈ − + = −∫  (52) 

 1 ( ) cos ,I E y pydy
Ω

= −∫  (53) 

 2 ( ) sin .I E y pydy
Ω

= −∫  (54) 
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Згідно (32) E(y) — мала величина, за виключенням області 

 1.y <<  (55) 

Але у цьому випадку 

 sin 0.py →  (56) 

Можна легко показати за допомогою інтегрування по частинам, що 

в інших областях I1 та I2 дуже малі величини. 
 Таким чином 

 2 1 .I I<<  (57) 

Із (49), з врахуванням (50)–(52) і (57) можна приблизно записати 

 2
1 1( ) cos 0.p a CI px− − =  (58) 

Звідси знаходимо p. 
 За p

2
 > 0 маємо впорядковане коливне рішення. Це можливо як за 

d > 0 так і за d < 0. Усе залежить і від інших членів. 
 Припускаємо, що граничні умови мають вигляд 

 ( )( ) .hf x x L= = h  (59) 

З (51) 

 .
cos( )

h
pL

h
=  (60) 

Якщо 

 
(2 1)

,
2

j
pL

π +
→  (61) 

де j — ціле число, 

 ,h → ∞  (62) 

тобто одержимо дуже інтенсивні впорядковані коливання концент-
рації вакансій, а це враховуючи (48), (50) і (58), відбувається за ви-
значених співвідношень L, a, b, d і т.д. 

3. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ ТА ВИСНОВКИ 

1. Дослідження процесів самоорганізації передбачає пошук нових 
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упорядкованих стаціонарних станів, а також умов, за яких система 

перейде у ці нові стани. Упорядкований стан, який ми розглядаємо, 
і який відповідає доданку ( , , )Gw r tϕ  не є стаціонарним, тому що він 

пропорційний до exp( ).qt−  Він є нестійким, оскільки q > 0. Переві-
римо, що ж станеться, коли система перейде у цей стан: 
 Розглянемо випадок, коли на циліндричний зразок не діє зовні-
шнє навантаження. Тоді впорядкована частина v1 — w(r, ϕ, t), що 

видно з (9), є нестійкою функцією та зі збільшенням часу t зменшу-
ється і врешті-решт повністю зникає 

 lim ( ) 0.
t

w t
→∞

=  (63) 

 Зовнішнього навантаження, яке діє на зразок уздовж осі OZ, на-
віть за невеликого часу існування w(t), може виявитися достатньо 

для утворення нової впорядкованої структури — гідродинамічних 

каналів (ГК). 
2. Збільшення швидкості генерацій вакансій B призводить до росту 

максимального G, тобто самоорганізованого доданку. 
 Таким чином, чим більше вакансій за одиницю часу утворюєть-
ся, тим більше зможе самоорганізуватися. Без генерації вакансій 

неможлива їх самоорганізація, тобто ми маємо відкриту систему. 
Можна також сказати, що ми маємо справу з дисипативною струк-
турою [12]. 
3. Відповідно до рівняння теплопровідності [10], яке має вигляд 

аналогічний (1), у зразку може виникнути впорядковане розподі-
лення температур. А так як від температури залежать і чимало фі-
зичних властивостей матеріялу зразка, то це може викликати і 
впорядковане розподілення інших фізичних параметрів. 
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