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Високотемпературні ентропійні ефекти у тетрагональності 
впорядковного розчину втілення–заміщення на основі 
ОЦТ-металу 
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Для з’ясування основних рис симетрійно-енергетичного та структурно-
ентропійного аспектів взаємочину домішки та розчинника розвинуто 

конфіґураційний модель бездифузійного утворення «гібридного» твердо-
го розчину втілення–заміщення Me–X, в якому взаємодійні атоми неме-
талу X можуть займати як октаедричні міжвузловини, так і вузли 

ОЦК(Т)-ґратниці металу (Me) з вакансіями. Враховано дискретну (атома-
рно-кристалічну) будову ґратниці, анізотропію пружности, а також дефо-
рмаційні («розмірні» тощо) та «блокувальні» ефекти у міжатомових вза-
ємодіях. Розглядається найпростіший приклад стопу, що є ізоструктур-
ним нестехіометричному ОЦТ-Fe–N-мартенситу, максимально впорядко-
вному за структурним типом фази α″-Fe16N2, але з атомами X у октаедри-
чних міжвузловинах і на вузлах ОЦТ-Me. Використано адекватний набір 

температуро- та концентраційно-залежних мікроскопічних енергетичних 

параметрів міжатомових взаємодій у такому розчині задля відповідей на 

наступні два запитання. (1) З якими особливостями можуть змінюватися 

у разі підвищення температури відносна концентрація атомів X у октаед-
ричних міжвузловинах ОЦТ-Me, а тому й ступінь його тетрагональности? 

(2) Як рівноважна концентрація залишкових вакансій на вузлах (у широ-
кому діяпазоні зміни загального вмісту втілених атомів X) корелює з 
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концентрацією термічно активованих вакансій у бездомішковому ОЦК-
Me за фіксованої температури? 

Ключові слова: мартенсит, «гібридний» твердий розчин, вакансія, дефо-
рмаційна взаємодія точкових дефектів, «(електро)хемічна» взаємодія, 

ефект «блокування» атомів, конфіґураційна ентропія, тетрагональність. 

To find out the main features of symmetry–energy and structural–entropy 

aspects of interaction of impurity and solvent, a configuration model for the 

diffusionless formation of ‘hybrid’ interstitial–substitutional solid solution 

Me–X, where the interacting non-metal (X) atoms may occupy both octahe-
dral interstices and sites of the b.c.c.(t.) metal (Me) lattice with vacancies, is 

developed. The discrete (atomic–crystalline) lattice structure, the anisotropy 

of elasticity, strain-induced (‘size’, etc.) as well as ‘blocking’ effects in the 

interatomic interactions are taken into account. An example of the simplest 

alloy isostructural to the nonstoichiometric Fe–N-martensite with a maximal 
α″-Fe16N2-type long-range order, but with X atoms in the octahedral inter-
stices and sites of the b.c.t.-Me, is considered. An adequate set of the temper-
ature- and concentration-dependent interatomic-interaction-energy parame-
ters in such a solution is used to answer the following two questions. (i) 

Which are the features of varying the relative concentration of X atoms in 

the octahedral interstices of the b.c.t.-Me and, thus, its tetragonality degree, 

when the temperature increases? (ii) How can the equilibrium concentration 

of residual vacancies at the sites (in a wide range of changing the total con-
tent of introduced X atoms) correlate with the concentration of thermally 

activated vacancies in the impurity-free b.c.c.-Me at a fixed temperature? 

Key words: martensite, ‘hybrid’ interstitial–substitutional solid solution, 
vacancies, strain-induced interaction of point defects, ‘(electro)chemical’ in-
teraction, effect of ‘blocking’ of atoms, configuration entropy, tetragonality. 

(Отримано 2 грудня 2020 р.; остаточний варіянт — 18 січня 2021 р.) 
  

1. ВСТУП 

Як відомо, залежно від характеру розподілу атомів компонентів 

твердого розчину (кристалічної інтерметалевої сполуки або стопу 

втілення–заміщення) по міжвузловинах та/або вузлах, можуть 

змінюватися його фізичні (механічні, теплові, електричні, магнетні 
й оптичні) властивості. У разі зміни зовнішніх термодинамічних 

умов (температури, тиску, магнетного поля) з’являється можли-
вість реґулювати будову та тим самим властивості речовини даного 

тіла, а це означає, що одержується спосіб керування функціональ-
ністю матеріялу на його основі. Одну з таких можливостей розгля-
нуто у даній роботі на прикладі одного з магнетних матеріялів су-
часности [1–4]. Останні є складовими при використанні у магнет-
них пристроях, і певне вдосконалення таких матеріялів може мати 

значний вплив на енергетичні ресурси та сферу застосування. 
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 У фізико-технічній літературі давно та неодноразово висловлю-
валася точка зору про те, що аномалії залежности відношення па-
раметрів ґратниці (ступінь тетрагональности) опроміненого марте-
нситу Fe–C від температури (див. бібліографію в [5, 6]) спричинено 

своєрідним фазовим перетворенням: атоми C з октаедричних між-
вузловин «захоплюються» вакантними вузлами ОЦК(Т)-ґратниці 
заліза. Аномалії спостерігаються також у температурних залежно-
стях ступеня тетрагональности мартенситу Fe–N [7] і геометричних 

характеристик низки інших кристалічних систем за деяких явищ 

(див., наприклад, [8] та ін.). 
 З огляду на це, розглянемо модель слабкого макроскопічно одно-
рідного твердого розчину, в якому ізольовані домішкові атоми не-
металічного елементу X можуть займати як октаедричні міжвузло-
вини (i), так і вузли (s) ОЦК(Т)-ґратниці металу Me, добудовуваної 
вакантними вузлами. Взагалі кажучи, немає підстав заперечувати 

можливість «захоплення» одним і тим самим вузлом порівняно бі-
льшого (за міжвузловий) об’єму одночасно декількох атомів X [5] з 

утворенням так званої «комплексії» з них [9], загальне число яких 

грубо оцінюють, наприклад, виходячи з умови близькости нулю 

сумарної «пружньої потужности» вислідного обмеженого дефекту 

«вакантний вузол + комплексія» (як центра «чистої» дилатації) 
та/або часткового зняття механічних напружень і, таким чином, 
пониження пружньої енергії твердого розчину. Натомість у даній 

роботі задля спрощення (як перший крок) знехтуємо виникненням 

таких комплексів, ентропійно менш вигідних [9] за поодинокі до-
мішкові атоми. Будемо враховувати наявність надлишкових моно-
вакансій (v) на вузлах ОЦК(Т)-Me та припустімо, що попадання 

атомів X у тетраедричні міжвузловини, а також переходи власних 

йонів Me (порівняно великого радіюса) з вузлів у міжвузловини 

практично не мають місця у рівноважному стані. 
 Намагаючись з’ясувати температурно-концентраційні залежнос-
ті характеристик перерозподілу взаємодійних атомів домішки X, 
припустімо, що між геометрично й енергетично нееквівалентними 

позиціями s та i в досліджуваній області значень температури (та 

тиску) вже встигає встановитися квазилокальний термодинамічно 

квазирівноважний розподіл домішкових атомів (так звана «деталь-
на», тобто рухома статистична, рівновага), котрий «підлаштовуєть-
ся» під часто нерівноважний розподіл незайнятих вузлів v. Харак-
тер просторового розподілу останніх порівняно повільно змінюєть-
ся з часом. В той же час вся система («гібридний» твердий розчин) 
вже може наближуватися до рівноваги відносно дифузійного «за-
смоктування» надлишкових вакансій v з «вакууму» у кристал Me 

(або виходу їх з нього). Прийняте припущення виправдовується кі-
нетичними особливостями процесу перерозподілу домішкових ато-
мів з міжвузловин у вузли (найбільш повно цей процес проявляєть-
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ся у випадку енергетичної вигоди останніх навіть для неметалу X, 
принаймні, за його невисокої концентрації всередині Me): попа-
дання атомів домішки X з позицій i у позиції s здійснюється в ре-
зультаті взаємного «пошуку» якого-небудь міжвузлового атома X і 
деякого вакантного вузла v в основному через «швидку» міґрацію 

домішкових атомів по міжвузловинах, а не «повільну» об’ємну ди-
фузію вакансій. 
 Проте, важливо пам’ятати, що перехід частини атомів X на вуз-
ли, спричинений «прагненням» їх підвищити ентропію системи, не 

може зменшити кількість рівноважних, термічно активованих ва-
кансій. Тобто, якщо навіть які-небудь з атомів X зайняли деяку ча-
стину множини вузлових вакансій, у стані рівноваги виникає, при-
наймні, неменша кількість нових вакансій. У свою чергу це озна-
чає, що у даному випадку переважна більшість атомів X, що пе-
рейшли на вузли, розміщуються на раніше зайнятих йонами Me 

вузлах, але які стали вакантними у результаті добудовування вуз-
лової ґратниці Me, стимульованого наявністю втілених атомів X. 
Останній ефект має не лише «статистичну», зумовлену ентропій-
ним чинником, причину, а також і «силову». Тому він може прояв-
лятися навіть за низької температури та малого вмісту X, особливо 

якщо внутрішньокристалічне (силове) поле, що створюється у вуз-
лах міжвузловинними втіленими атомами, виявляється мікроско-
пічно неоднорідним, і тому енергетичний чинник, пов’язаний з не-
однорідністю цього поля, є істотним. Зазначимо, що таку модуля-
цію поля можна реалізувати навіть для макроскопічно однорідного 

просторового розподілу міжвузловинних атомів X, зокрема, у разі 
дії їх на атоми Me (та й X) у (близько розміщених) вузлах з енергія-
ми, порівнянними з енергією сублімації, наприклад, за типом 

«блокування» [8, 10] в умовах відсутности компенсації його 

об’ємними деформаційними ефектами. 

2. «КОНФІҐУРАЦІЙНА» ВІЛЬНА ЕНЕРГІЯ ТВЕРДОГО РОЗЧИНУ 

НЕМЕТАЛІЧНИХ АТОМІВ У МІЖВУЗЛОВИНАХ І НА ВУЗЛАХ 

ОЦК(Т)-ҐРАТНИЦІ МЕТАЛУ З ВАКАНСІЯМИ 

Нехай сα(R) ( ( )pcα R ) — випадкова величина, яка дорівнює 1, якщо 

вузол із радіюсом-вектором R (міжвузловина з радіюсом-вектором 

R + hp у примітивній елементарній комірці R) зайнятий «атомом» 

сорту α = Me, Xs, v (зайнята «атомом» сорту α = Xi, ∅), і 0 — у про-
тилежному випадку. Xs і Xi позначають сорти атомів неметалічного 

елементу X, що заміщують вузли s і втілюються в октаедричні між-
вузловини i в ОЦК(Т)-Me відповідно, а надлишкові моновакансії на 

вузлах і решті незайнятих октаедричних міжвузловинах розгляда-
тимемо як «атоми» додаткових компонентів «заміщення» (v) та 

«втілення» (∅) відповідно. Сукупність октаедричних міжвузловин 
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в ОЦК-Me розіб’ємо на 3 взаємно проникні підґратниці {R + hp} 
(p = 1, 2, 3), кожна з яких є ізоструктурною «середній» ОЦК-
ґратниці Ns вузлів {R} і зсунута як ціле відносно початкового вузла 

кубічної умовної елементарної комірки ОЦК-кристалу на вектор 

 h1 = 
0

2

a
(1;0;0), h2 = 

0

2

a
(0;1;0) або h3 = 

0

2

a
(0;0;1)  

відповідно (у кристалофізичній системі координат Oxyz); a0 — ос-
новний параметер такої комірки за відсутности домішки (рис. 1). 
 За означенням Pα(R) ≡ 〈cα(R)〉 і pPβ (R) ≡ 〈 pcβ (R)〉 — одночастинкова 

ймовірність виявлення атомів сорту α та β у вузлі R і міжвузловині 

 

 

Рис. 1. Умовна (кубічна) елементарна комірка (а) ОЦК-кристалу з вузлами 

(великі шари) й октаедричними міжвузловинами 1-ї (б), 2-ї (в) та 3-ї підґрат-
ниць (малі шари). 

Fig. 1. Conditional (cubic) unit cell (а) of the b.c.c. crystal with sites (large 

balls) and octahedral interstices of the 1st
 (б), 2nd

 (в), and 3rd
 (г) sublattices 

(small balls). 
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R + hp відповідно, а символ 〈…〉 позначає процедуру статистичного 

усереднення за всіма дозволеними атомарними конфіґураціями у 

випадку канонічного розподілу їх. Тоді у (безкореляційному) на-
ближенні середнього самоузгодженого поля (ССУП) без апріорного 

обмеження радіюса міжатомових взаємодій [6, 8, 11–13] конфіґу-
раційно-залежну частину Ґіббсової вільної енергії такого твердого 

розчину за відсутности зовнішніх напружень на його поверхні мо-
жна записати наступним чином: 
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де kΒ є Больцманнова стала, T — абсолютна температура розчину, 
G0 — частина його Ґіббсової вільної енергії, яка пов’язана зі ступе-
нями свободи (зокрема, коливними), ∀T практично не чутливими 

до конфіґурації розміщення атомів різних компонентів {α} у твер-
дому розчині, що характеризується сукупностями { pPα (R)} і {Pα(R)}; 

Rα(R) ≅ const = Rα
 і ( )pRα R  ≅ const = pRα

 — питомі (тобто припадають 

на один атом α) енергії, пов’язані з «розширенням» або «стискан-
ням» кожного з Nα атомів, однорідно та рівномірно втілених у вуз-
ли та/або октаедричні міжвузловини ОЦК(Т)-кристалу Me [6, 8, 10, 

14]; Wαβ(R − R′), ( )ppWαβ
′ ′−R R  або ( )pWαβ ′−R R  — енергії ефективно 

парних взаємодій атомів сортів α і β, що займають вузли з радіюса-
ми-векторами R і R′, міжвузловини з радіюсами-векторами R + hp і 
R′ + hp або вузол R і міжвузловину R′ + hp відповідно. 
 Величини ( )iX

pP R  і ( )sXP R  пов’язані між собою умовою збере-
ження повного числа = +

i sX X XN N N  атомів сорту X у твердому ро-
зчині навіть за їхнього перерозподілу: 

 
3

1

(3 ) ( ) ( )i s

i s

X X
X s X X p

p

N N P P
=

 
= κ + κ = + 

 
∑ ∑
R

R R , (2) 

де за означенням κ = (3 )
i iX X sN N , а κ =

s sX X sN N . Крім того, слуш-
ними є співвідношення, які відображають той очевидний факт, що 
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у розчині кожний вузол (кожна міжвузловина) у будь-якій з Ns 

примітивних елементарних комірок розчинника обов’язково за-
йнятий (зайнята) атомом якого-небудь допустимого сорту: 

 
, ,

( ) 1
sMe X v

Pα

α=

∀ =∑R R , (3) 

 
,

( ) 1 ( 1,2,3)
i

p
X

P pα

α= ∅

∀ = =∑R R . (4) 

 Запишемо ймовірності заповнення міжвузловин втіленими ато-
мами як лінійні суперпозиції статичних концентраційних хвиль 

(СКХ) [2]: 

( ) ( ) ( ) exp( )i i i i iX X X X X
p p p p p j j

j

P P P P P i
τ τ

ττ

= + δ = + δ ⋅∑∑R R k k R . 

Тут 

≡ ∑1
( )i iX X

p pP P
N R

R  

є відносна концентрація атомів Xi у p-й міжвузловинній підґратни-
ці двокомпонентної підсистеми втілення Xi–∅, а амплітуду пласкої 
хвилі )e p(x ji

τ
⋅k R  представимо у вигляді 

3

1

( ) ( ) ( )i i iX X X
p j w w j wp j

w

P
τ τ ττ τ

=

δ ≡ η γ ψ∑k k k . 

Сукупність сталих (всередині T– κ
iX -области термодинамічно ста-

більного існування розглядуваної фази) «симетрійних» коефіцієн-
тів { ( )}iX

w jττγ k  підбирають таким чином, щоб усі лінійно незалежні 
(за означенням невід’ємні) параметри далекого порядку { }iX

wτη  дорі-
внювали 1 для повністю впорядкованого стехіометричного розчину 

Xi всередині ОЦК(Т)-Me. Під таким (надструктурним) станом розу-
міють певного типу фазу твердого розчину стехіометричного складу 

st( )
i iX Xκ = κ , яку описують ймовірностями { ( )}iX

pP R , які набувають 

лише двох значень — 0 або 1, що реалізується лише за 0 К. 
τ

ψ ( )wp jk  

— p-та компонента w-го ортонормованого вектора-стовпця «поля-
ризації» СКХ ( ) exp( )wp j ji

τ τ
ψ ⋅k k R  (w = 1, 2, 3). 

 Наведене розвинення функції δ ( )iX
pP R  містить лише СКХ для 

зв’язаних з упорядкуванням зірок τ ненульових (τ ≠ Γ; див рис. 2) 
хвильових векторів kτ

 (а у межах кожної зірки τ — для її променів 

{ })jτ
k  з ненульовими множниками { ( )}iX

w jττγ k . 
 Надалі будемо розглядати нестехіометричний розчин, ізострук-
турний ОЦТ-Me–X. Згідно з [14, 15], припустімо, що атоми X по 

октаедричних міжвузловинах розподілені впорядковано за над-
структурним типом фази α″-Fe16N2 [16, 17] (про нинішній стан дос-
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ліджень цієї фази див. в огляді [3]). Тоді маємо [15]: 

( )

1 2 1 1

1 2 3 4

1
( ) ( ) exp( )

24
1

( ) exp( ) exp( ) ,
16

i i i

H

i i

N N

X X X
H H

X X
N N

P i

i i

δ = η − η ⋅ +

+ η − η ⋅ + ⋅

R k R

k R k R

 

 

( )

2 2 1 1

1 2 5 6

1
( ) ( ) exp( )

24
1

( ) exp( ) exp( ) ,
16

i i i

H

i i

N N

X X X
H H

X X
N N

P i

i i

δ = η − η ⋅ +

+ η − η ⋅ + ⋅

R k R

k R k R

 (5) 

( )
( )

3 1 2 1 1 2

3 4 5 6

3 1 2

1 1
( ) (2 ) exp( ) ( )

24 16

exp( ) exp( ) exp( ) exp( )

1
exp( ) exp( ) .

8

i i i i i

H

N N N N

i

N N

X X X X X
H H N N

X
N

P i

i i i i

i i

δ = η + η ⋅ + η + η ×

× ⋅ + ⋅ + ⋅ + ⋅ +

+ η ⋅ + ⋅

R k R

k R k R k R k R

k R k R

 

 У прямокутній Декартовій системі координат Okxkykz (див. рис. 2) 

 

Рис. 2. Перша Бріллюенова зона ОЦК-кристалу. Точка Γ (k = 0) лежить у її 
центрі. Для позначення точок високої симетрії на межі зони використано 

стандартні символи H, N, P, а для осей симетрії у зоні — ∆, Σ, Λ, F, G, D. 

Fig. 2. The first Brillouin zone (BZ) of the b.с.с. crystal. The point Γ (k = 0) is 

located in the BZ centre. H, N, and P typically designate the high-symmetry 

points at the zone boundary, whereas ∆, Σ, Λ, F, G, and D designate the axes of 

the symmetry in the BZ. 
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( )π
=1

0

0;1;0
2

H a
k  

є вектором однопроменевої зірки хвильового вектора kH, а 

1 2 3

4

0 0 0

0 0 0
5 6

2 1 1 2 1 1 2 1 1
; ;0 , ; ;0 , ;0; ,

2 2 2 2 2 2

2 1 1 2 1 1 2 1 1
;0; , 0; ; , 0; ;

2 2 2 2 2 2

N N N

N N N

a a a

a a a

π π π     = = − =     
     

π π π     = − = = −     
     

k k k

k k k

 

є векторами шестипроменевої зірки хвильового вектора kN. 
 Тоді для практично максимально впорядкованої підсистеми вті-
лення у всій T– κ

iX -області існування нестехіометричного розчину 

ОЦТ-Me–X мають виконуватися наступні співвідношення: 

 

=

≅∀ ≅

 
≅ κ + ⋅ + ⋅  

 
∑

1 2

6

3 1
1

( ) 0, ( ) 0,

( ) 3 1 exp( ) exp( ) .

i i

i

i H N

N

X X

X
X j

j

P P

P i i

R R

R k R R

R

k
 (6) 

 Припустімо, що трансляційна симетрія розподілу атомів Xs на 

доступних вузлах ОЦК(Т)-ґратниці вже є такою самою, що й для 

атомів Xi на виділеній (третій) підґратниці міжвузловин, та за вза-
ємного розташування перших з останніми такого, щоб були відсут-
ні найближчі сусідства Xs–Xi відповідно до сильної («блокуваль-
ної»), але короткосяжної «прямої» («контактної»), «електрохеміч-
ної» міжатомової взаємодії X–X (див., наприклад, [10, 14]). Ймові-
рнісна функція, що описує такий упорядкований розподіл атомів 

Xs у (єдиній) вузловій підґратниці, 

 
6

1
1

1 1
( ) exp( ) ( 1) exp( )

8 8
s s s N

s H N

N

X X X j
X H N j

j

P i i
=

= κ − η ⋅ + η − ⋅∑R k R k R , (7) 

для стану з максимальним далеким атомним порядком на вузлах, 
можливим за даного ступеня заповнення їх — 

sXκ , буде виглядати 

наступним чином: 

 
6

1
1

( ) 1 exp( ) ( 1) exp( )s N

s H N

N

X j
X j

j

P i i
=

 
= κ − ⋅ + − ⋅ 

 
∑R k R k R . (8) 

 Додатково припустімо, що вузли v, які залишилися незайнятими 

атомами заміщення Me та Xs, розподілені «невпорядковано» в 

ОЦК(Т)-ґратниці у тому сенсі, що Pv(R) ≅ κv = Nv/Ns, де Nv — число 

таких (залишкових) моновакансій, практично за відсутности змі-
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шаних комплексів [18] v–Xi, сусідств v–Xs, а також комплексій із 

атомів X у вузлах, коли число означених дефектів є малим порівня-
но з числом вузлів ґратниці. 
 Далекий координаційний порядок такого типу у розташуванні 
атомів Me і Xs на вузлах ОЦТ-ґратниці, «повторювальний» щодо 

впорядковного розташування атомів Xi і ∅ у межах тільки третьої 
(в умовах розвинутого Xi–Xi-«блокування») підґратниці октаедри-
чних міжвузловин (схожого на відому α″-Fe16N2-фазу втілення), 

може «нав’язуватися» не так міжатомовими взаємодіями типу 

«притягання» (Me–Me) та «відштовхування» (Me–Xs і Xs–Xs) у під-
системі заміщення Me–Xs, як завдяки міжатомовим «відштовху-
ванням» Xi–Me й Xi–Xi між підсистемами втілення та заміщення й 

у підсистемі втілення. 
 Тоді, застосувавши вираз (1) та умови зв’язку (3) й (4), а також 

врахувавши співвідношення (6) і (8), легко одержати наступну ап-
роксимацію для питомої (тобто відносно кожного із загального чис-
ла NMe йонів Me) Ґіббсової вільної енергії g такої «впорядкованої» 

фази розчину ОЦТ-Me–X (за нульового тиску на нього ззовні): 

3
s i

s i

X Xv
X v Xg g R c R c R c∅≅ + + + +  

1
    3

1
(1 ) ( ) ( ) ( ) ( )

2
s i

s s i

MeX MeXMeMe Mev
X v X v Xc c W W c W c W c− + + + + + + +


0 0 0 0     

  3     3     3 1     3 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )s i s i s i i

s i H H

X v vX X X X X MeX
X v X vW c c W c c W W W+ + + − + +0 0 0 k k      

( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( )N s i i

N N i s

N

j X X MeX
j j X X

j

W W c c
=


+ − − +


∑ k k   

( ) 2 2
1 1

1 1
( ) ( ) 6 ( ) ( )

2 2
s s s s

H N s

X X MeX MeX vv
X vW w w c W c+ + + + +0 k k 0 

   

( ) 2
 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1

1
( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )

2
i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c

+ + + + 


0 k k k     

{7(1 ) ln(1 ) (1 7 ) ln(1 7 )
8 s s s s

B
X X X X

k T
c c c c+ + + + − − +  

+ + + +8 ln(8 ) 8 ln(8 ) 8 ln(8 )
s s i iX X v v X Xc c c c c c  

+ + + − + + − −(1 8 ) ln(1 8 )
s i s iX v X X v Xc c c c c c  

 }− + + + +9(1 ) ln(1 )
s sX v X vc c c c , (9) 

де g∅ — неконфіґураційна частина g, 
αβ

 ( )W k ,   ( )i iX X
p pW k ,    ( )iX

pWα k

 — 

k-ті ( 1, ,
H Nj

=k 0 k k ) Фур’є-компоненти енергій ефективно парних 

взаємодій атомів відповідних компонентів у розчині ОЦТ-Me–X, 
1( )s

H

MeXw k  і 1( )s

N

MeXw k  — Фур’є-компоненти (у точках 1H
k  і 1N

k  
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першої Бріллюенової зони ОЦК-кристалу Me) енергій «змішання» 

( ) ( ) ( ) 2 ( )s s s sMeX X X MeXMeMew W W W′ ′ ′ ′− = − + − − −R R R R R R R R . 

 Під час виведення виразу (9) ми нехтували внеском від «м’яких» 

взаємодій (переважно Кулонового типу) α–∅ як нехтовно малим. 

Через сv = Nv/NMe, 
i iX X Mec N N=  і 

s sX X Mec N N=  було позначено 

«відносні» концентрації залишкових вакансій v, а також атомів X, 
які втілилися в октаедричні міжвузловини та зайняли (меншу) час-
тину вузлів ОЦТ-Me відповідно. Окрім того, згідно з виразом (2), 

+ = =
i s XX MeX Xc N Nc c . 

 Зазначимо, що у виразі (9) магнетний внесок (головним чином, 
завдяки обмінній взаємодії йонів Fe) неявно міститься в енергіях 

«змішання» (див. явні вирази для обмінних інтеґралів взаємодії 
Fe–Fe, наприклад, у роботі [19], а також [20–23]), якщо температу-
ра T лежить нижче точки Кюрі TC = TC(cXi, cXs + cv). 
 Зазначимо також, що у 5-му доданку правої частини виразу (1) 
підсумовування проводиться по всіх (!) міжвузловинах {p, R} і 
{p′, R′} основної ґратниці Браве. Отже, статистична термодинаміка 

впорядкування атомів по міжвузловинах (у випадку трьох ґрат-
ниць октаедричних міжвузловин в основній ОЦК-ґратниці) опису-
ється елементами матриці   || ( )||i iX X

p pW ′ k

 (див. вираз (9)), що має вигляд 

 1 1  1 2  1 3

*

 1 2  2 2  2 3

* *

 1 3  2 3  3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

W W W

W W W

W W W

 
 
    
 
        

k k k

k k k

k k k

  

  

  

, 

де, як за рівністю     ( ) ( )i i i iX X X X
p p p pW W′ ′′ ′− = −R R R R , так і за визначен-

ням Фур’є-перетвору, використовується Ермітів характер згаданої 
«матриці взаємодії»   || ( )||i iX X

p pW ′ k : 

*

 2 1  1 2( ) ( )i i i iX X X XW W =  k k 

 і 
*

 3 2  2 3( ) ( )i i i iX X X XW W =  k k  . 

 Елементи матриці   || ( )||i iX X
p pW ′ k

 можуть бути легко розраховані в 

рамках наближення короткосяжної [11, 24] міжатомової взаємодії. 
Наприклад, тоді й лише тоді 

 3 3  1 1  2 2 ( ) ( ) ( )i i i i i iX X X X X XBZ W W W∀ ∈ = =k k k k   . 

 Тим не менше, навіть якщо міжатомова взаємодія є далекосяж-
ною [11, 23], в силу симетрії (при k = 0) матриця   || ( )||i iX X

p pW ′ 0

 завжди 
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має вигляд [6] 

 3 3  1 2  1 2

 1 2  3 3  1 2

 1 2  1 2  3 3

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

i i i i i i

i i i i i i

i i i i i i

X X X X X X

X X X X X X

X X X X X X

W W W

W W W

W W W

 
 
 
 
 

0 0 0

0 0 0

0 0 0

  

  

  

. 

 Більше того, врахування симетричности матриці   ( )i i

N

X X
p p jW ′ k

 

приводить до її вигляду [6] 

 1 1  1 2

 1 2  1 1

 3 3

( ) ( ) 0

( ) ( ) 0

0 0 ( )

i i i i

N N

i i i i

N N

i i

N

X X X X
j j

X X X X
j j

X X
j

W W

W W

W

 
 
 
  
 

k k

k k

k

 

 



 

для {
Nj

k } — векторів шестипроменевої «зірки» квазихвильового ве-
ктора kN, що відповідає точці високої симетрії N поверхні першої 
Бріллюенової зони (див. рис. 2). 
 Зазначимо, що можливість сильних міжатомових взаємодій аж 

до появи ефекту «блокування» (принаймні, на малих віддалях) у 

розглядуваній системі, коли, наприклад, 

( )sMeX
Bw k T′− >>R R  і/чи ( )i iX X

pp BW k T′− >>R R  для |R − R′| = o*(a0), 

передбачає послідовне врахування кореляційних ефектів у процесі 
розрахунку її властивостей для стану термодинамічної рівноваги. У 

такому випадку варто очікувати, що наближення ССУП не враховує 

близькі та далекі кореляції у взаємному розподілі атомів, і тому є 

неприйнятним, насамперед, для підсистеми заміщення, де рівно-
важний координаційний («радіяльний» + «кутовий») далекий по-
рядок утворюється не швидше за близький («радіяльний»). Факти-
чно перший формується за рахунок розвитку помітних рівноваж-
них кореляцій у розподілі різнойменних йонів (у все більш віддале-
них координаційних сферах) і в орієнтаціях «зв’язків» між ними. 
Цей процес здійснюється, зокрема, за надбар’єрними дифузійними 

механізмами взаємного обміну розташуванням атомів Me й Xs і/або 

міґрації атомів Xs, Me та v за допомогою більшого числа елементар-
них актів на віддалі, порівнянні з характерною довжиною ξ0s прос-
торової кореляції великомасштабних флюктуацій порядку або зі 
зв’язаним з нею масштабним просторовим параметром 

2| | ( ) ( )s s s sX X X
s

XK K
′ ′

′ℜ ′ ′≅ − − −∑ ∑
R R

R R R R R R  

— типовим геометричним розміром «домени» розвинутого порядку 

або, загалом, области неперервности будь-якої топології однорідно-
го випадкового поля { ( )sXс R }, будь то його «пік» (1) або «долина» 
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(0), як характеристики розподілу атомів Xs по вузлах. Кореляційна 

функція 

( ) { ( ) }{ ( ) }s s s s

s s

X X X X
X XK c c′ ′− ≡ 〈 − κ − κ 〉R R R R  

є нормованою на 1 при R′ = R і монотонно прямує до 0 зі збільшен-
ням міжатомової віддалі r = |R − R′|, але навіть за великих r (>> a0) 

0exp( )
( )s sX X sr

K
r

− ξ′− ∝R R  

(див., наприклад, [25]). Тому за T в околі вище «критичної» темпе-
ратури T0s (умовно «для підсистеми заміщення»), яку визначають у 

наближенні ССУП (з урахуванням «дії» ефективного зовнішнього 

поля, створеного підсистемою втілення), де 
1 2

0 0 0 0( | |)s s sa T T Tξ ∝ −  

(див., наприклад, [25]), тільки після тривалого проміжку часу 
2
0s Dτ ∝ ξ   ( 2

s D> ℜ  ; D  — коефіцієнт взаємної дифузії) реалізуєть-
ся стабільний рівноважний стан порядку, котрий включає також 

встановлення рівноважних просторових кореляцій, у підсистемі 
заміщення [6]. (Статистично рівноважне «орієнтаційне» далеке 

впорядкування у підсистемі втілення досягається вже на ранній 

стадії релаксації через єдиний елементарний дифузійний акт — пе-
рескоки атомів Xi вже у найближчі сусідні незайняті міжвузловини 

[6], тобто істотно швидше за помітні рівноважні ефекти кореляції.) 
Однак вказану проблему можна оминути, якщо звернути увагу на 

одну обставину, пов’язану зі специфікою передбачуваного структу-
рного стану, а саме, на максимальну впорядкованість обох підсис-
тем розчину (в умовах навіть відносної рівноваги): у такому стані 
кореляційні ефекти є малоістотними [25]. Цим забезпечується аси-
мптотична точність наближення ССУП [6] для опису певних термо-
динамічних характеристик. 

3. ТЕТРАГОНАЛЬНІСТЬ ОЦТ-Me–X В УМОВАХ РУХОМОЇ 
СТАТИСТИЧНОЇ РІВНОВАГИ 

Термодинамічно рівноважні значення двох незалежних змінних сv і 

iXc  можна знайти із системи рівнянь: 

2

1 1 ( )
( )

2 (1 ) 2
s

Mev
v vv

X v

w
R W

c c


− − + ++ + 

0
0



  

( )( ) ( ) ( ) ( )s s

s

MeX X vvv Mev
XW W W W c+ + − − +0 0 0 0     

( )    3   3( ) ( )i i

i

MeX vX
XW W c+ − +0 0   

    3   3     3 1     3 1( ) ( ) ( ) ( )s i i s i i

i H H

X X vX X X MeX
XW W c W W+ − − + + 0 0 k k     



14 К. Г. ЛЕВЧУК, Т. М. РАДЧЕНКО, В. А. ТАТАРЕНКО 

( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( )N s i i

N N s i

N

j X X MeX
j j X X

j

W W c c
=


+ − − +


∑ k k   

( ) 2
1 1

1
( ) ( ) 6 ( )

2
s s s

H N s

X v MeX MeX
Xw w w c+ + + +0 k k    

( ) 2
 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1

1
( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )

2
i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c

+ + + + ≈


0 k k k     

 8
9

1 8
ln

(1 )
s i

s

X v X
B v

X v

c c c
k T c

c c

 + + − ≈  
+ +  

, (10) 

{1
    3

1
( ) (1 ) ( )

2
i s s s i

s

X X X X MeX
X vR R W c c W−− − + + + +0 0   

    3     3 1     3 1( ) ( ) ( )s i s i i

H H

X X X X MeXW W W+ − + + 0 k k    

( )
6

    3     3   3
1

( 1) ( ) ( ) (0)N s i i i

N N s

N

j X X MeX vX
j j X v

j

W W c W c
=


+ − − + +


∑ k k    

( ) } 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c+ + + + +0 k k k     

( )2

1 ( )
( ) ( ) ( ) ( )

(1 ) 2

s

s s

s

MeX
MeX X vMev vv

v
X v

w
W W W W c

c c


+ + + − − ++ + 

0
0 0 0 0



     

( ) ( )    3 1 1

1
( ) ( ) 6 ( ) 2(1 )

2
i s s

i H N s s

MeX MeX MeX
X v X XW c w w c c c+ − + + + −0 k k

   

    3     3 1     3 1( ) ( ) ( )s i s i i

H H

X X X X MeXW W W− − + + 0 k k    

( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( ) (1 )N s i i

N N i

N

j X X MeX
j j X v

j

W W c c
=


+ − − + +


∑ k k   

2
  3 N

1
( ) ( )

2
i s

i

vX X v
v vW c c w c+ + +0 0

  

( ) 2
 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1

1
( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )

2
i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c

+ + + + ≈


0 k k k     

 
7 9

8
7 9

(1 ) (1 8 )
ln

(1 7 ) (1 )
s s s i

i s s

X X X v X
B

X X X v

c c c c c
k T

c c c c

 + + + − ≈  − + +  
, (11) 

де позначено 3
i iX XR R= , 

( ) ( ) ( ) 2 ( )Mev MeMe vv Mevw W W W= + −0 0 0 0  

 , 
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( ) ( ) ( ) 2 ( )s s s sX v X X X vvvw W W W= + −0 0 0 0  

 , 

( ) ( ) ( ) 2 ( )s s s sMeX X X MeXMeMew W W W= + −0 0 0 0  

 . 

 У першому наближенні 0 < сv << (1 + 
sXc  − 8

iXc ). Якщо ще й нех-
тувати в (11) доданками, що містять співмножник сv і, тим паче, 

2
vc , 

то система рівнянь (10) і (11) розпадається на два незалежних рів-
няння; тоді сv не входить явно до (11), і воно слугує для визначення 

рівноважних значень 
iXc  і (тому й) = −

s iX X Xc c c  за заданих T і сX: 

{1
    3

1
( ) (1 ) ( )

2
i s s s i

s

X X X X MeX
XR R W c W−− − + + +0 0   

    3     3 1     3 1( ) ( ) ( )s i s i i

H H

X X X X MeXW W W+ − + + 0 k k    

( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( )N s i i

N N s

N

j X X MeX
j j X

j

W W c
=


+ − − +


∑ k k   

( ) } 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c+ + + + +0 k k k     

( )2
1 1

1 1
(1 ) ( ) ( ) 6 ( ) (2 )

2 2
s s s

s H N s s

MeX MeX MeX
X X Xc w w w c c− + + − + + −


0 k k    

− − − + +     3     3     3 1     3 1( ) ( ) ( ) ( )s i i s i i

H H

X X MeX X X MeXW W W W0 0 k k     

( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( )N s i i

N N i

N

j X X MeX
j j X

j

W W c
=


+ − − 


∑ k k  + 

( ) 2
 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1

1
( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )

2
i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c

+ + + + ≅


0 k k k     

 
9

8
7 2

(1 8 )
ln

(1 7 ) (1 )
s s i

i s s

X X X
B

X X X

c c c
k T

c c c

 + − ≅  − +  
. (12) 

А рівняння (10) перетворюється у вираз для визначення cv за пев-
них значень ( , ),

iX Xc T c  ( , )
sX Xc T c  і T: 

0
8

9

1 8 2 ( )
exp

2(1 )
s i

s

v vv
X X

v v
BX

c c R W
c c

k Tc
′ + −  +

≅ − × +  

0

 

( )− × + + − − + 
21

exp (1 ) 2 ( ) ( ) ( ) ( )
2

s s

s s

MeX X vvv Mev
X X

B

c W W W W c
k T

0 0 0 0     

( )    3   3( ) ( )i i

i

MeX vX
XW W c+ − +0 0   

{+ − − + +    3   3     3 1     3 1( ) ( ) ( ) ( )s i i s i i

i H H

X X vX X X MeX
XW W c W W0 0 k k     
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( )
6

    3     3
1

( 1) ( ) ( )N s i i

N N s i

N

j X X MeX
j j X X

j

W W c c
=

+ − − +


∑ k k   

( ) 2
1 1

1
( ) ( ) 6 ( )

2
s s s

H N s

X v MeX MeX
Xw w w c+ + + +0 k k    

 ( ) 2
 3 3  3 3 1  1 1 1  3 3 1

1
( ) ( ) 4 ( ) 2 ( )

2
i i i i i i i i

H N N i

X X X X X X X X
XW W W W c

+ + + + 
0 k k k    , (13) 

причім величина 

0
2

( )
exp

2 (1 )
s

Mev

v
B X

w
c

k T c
′

 
= −  + 

0

 

дорівнює «відносній» концентрації 
0
vc  (<< 1) термічно активованих 

вакансій в ОЦК-Me у гіпотетичному випадку за 
sXc  ≡ 0. 

 Ступінь тетрагональности (слабкого) розчину ОЦТ-Me–X, ізос-
труктурного Fe–N-мартенситу, визначається відношенням основ-
них геометричних параметрів a(cX) і b(cX) умовної комірки ґратни-
ці, а в його максимально впорядковному стані вона приблизно про-
порційна концентрації тих атомів X, які зібралися лише в одній з 

трьох підґратниць октаедричних міжвузловин [5, 6]: 

 3 11 ( )i i

i

X X
X

b
L L c

a
≅ + − , (14) 

де 

3 3 2 1
0 0

1 ( )
i i i i

X

X X X X X
zz yy xx

X c

b c
L L L L

a c
=

∂
≡ = = ≅

∂
, 

=

∂
≡ = = = = = ≅

∂1 3 3 1 1 2 2
0 0

( )1
i i i i i i i

X

X X X X X X X X
xx yy yy zz zz xx

X c

a c
L L L L L L L

a c
 

— обидва різних значення відмінних від нуля (діягональних) компо-
нент тензора коефіцієнтів концентраційної дисторсії 3

iX
ijL (i, j = x, y, z) 

ОЦК-Me при втіленні атомів X тільки в одну, — третю (з p = 3), — пі-
дґратницю октаедричних міжвузловин (з дотриманням правила Ве-
ґарда — практично лінійних залежностей a(cX) і b(cX) за фіксованої 
T). Таким чином, рівняння (12) визначатиме також температурну 

залежність відношення b/a. 
 Та задля адекватної аналізи впливу перерозподілу атомів X між 

міжвузловинами та вузлами ОЦТ-Me на ступінь його тетрагональ-
ности потрібно мати детальну інформацію про параметри міжйон-
них взаємодій у розчині ОЦТ-Me–X. 
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4. НАПІВЕМПІРИЧНЕ ОЦІНЮВАННЯ ПАРАМЕТРІВ 

ДЕФОРМАЦІЙНОЇ ТА «(ЕЛЕКТРО)ХЕМІЧНОЇ» ВЗАЄМОДІЙ 

АТОМІВ У РОЗЧИНІ ОЦК(Т)-Me–X 

У роботах [10–15] було наведено методику та приклади оцінювання 

мікроскопічних параметрів міжйонних взаємодій, — як «прямих», 

«(електро)хемічних» (X з X і Me), так і непрямих, по суті деформа-
ційних (X з X), — домінантних у твердому розчині ОЦК(Т)-Me–X, 
причому   ( )i iX X

p pW ′ k  було розраховано з припущенням, що енергію 

  ( )i iX X
p pW ′ ′−R R  складають далекосяжна деформаційна (з відповідною 

енергією   ( ))i iX X
p pV ′ ′−R R  і короткосяжна «(електро)хемічна» (з енер-

гією  ( ))i iX X
p p′ ′ϕ −R R  взаємодії. 

 Задля розрахунку Фур’є-компонент енергій деформаційної взає-
модії   ( )i iX X

p pV ′ k  за «методою статики ґратниці», докладно викладе-
ною в [6, 8, 9,25], застосуємо квазигармонічний модель динаміки 

ОЦК-кристалу [9], що враховує домінантні в ОЦК(Т)-Me (див., на-
приклад, [26]) взаємодії йонів Me у межах перших двох вузлових 

координаційних сфер (центральні — в обох, а нецентральні — лише 

в першій). Водночас, для прикладу, значення модулів пружности 

С11, С12 і С44 (з урахуванням їх залежности від T) для «чистого» 

ОЦК-Me (з відповідним параметром ґратниці a0 = a0(T) [27]) задіємо 

з робіт [28, 29]. Крім того, виберімо значення 3 0,84MeL ≅  та 

1 0,05MeL ≅ − , для прикладу, за T = 298 К відповідно до даних [30] і з 

припущенням, що у підготованих зразках за цієї температури 

практично всі втілені атоми X ще зосереджені на одній з трьох під-
ґратниць октаедричних міжвузловин ОЦТ-Me (успадкувавши вза-
ємне розташування в «однорідному» розчині ГЦК-Me–X, напри-
клад, типу Fe–N-аустеніту). Проведемо оцінювання, наприклад, 
для таких значень параметрів ОЦК-Me з вакансіями (за T = 298 К): 

С11 = 273 ГПа, С12 = 150 ГПа, С44 = 106,73 ГПа (тобто з ξ < 0) [31], 

а0 = 2,8663 Å [32], Lv
 = −0,016 [32] (тут a0 — період трансляції ОЦК-

ґратниці, C11, C12, C44 — модулі пружности, ξ = (C11 − C12 − 2C44)/C44 — 

фактор пружньої анізотропії, Lv
 — концентраційний коефіцієнт 

дилатації ОЦК-ґратниці через наявність у ній вакансій). 
 Для оцінювання параметрів «(електро)хемічних» взаємодій X–X 

(Xi–Xi, Xs–Xs і Xs–Xi) в ОЦК(Т)-Me скористаймося моделем [10–
15], за яким передбачатимемо, що йони X на октаедричних міжвуз-
ловинах і/або вузлах ОЦТ-Me взаємодіють між собою майже так, 
як і атоми X у різних молекулах (наприклад, з атом–атомним X–X-
потенціялом для атомів X молекул X2). Потенціял такої (прямої) 
взаємодії неточкових йонів X виберемо у формі модельного «точко-
вого» потенціялу Леннард-Джонса з параметрами, задіяними, для 

прикладу, з [33]. 
 Розрахунок Фур’є-компонент el.chem( ) ( ) ( )vv vv vvV W= − ϕk k k 

  і ′
 ( )iX v
pV k  

енергій деформаційної взаємодії v–v і v–Xi, а саме, ( )vvV ′−R R  і 
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′ ′− ( )iX v
pV R R  відповідно, проведемо на основі теореми про те, що 

el.chem( ) ( )vv MeMer rϕ = ϕ , доведеної Гаррісоном [34, 35], і, згідно з [6, 36], 

із застосуванням запропонованого Макліном [37] «парного потен-
ціялу» взаємодії Me–Me в ОЦК-кристалі Me: 

 = ϕ ≅ − +
4 8

( ) ( )
MeMe MeMe

MeMM eMe eW
A B

r r
r r

, (15) 

де r = |R − R′|, 
0

4 0 4
0 0 4

4

9
(0 К) 0,09939 (0 К) ( 22,63872)

4
MeMeA a a S

S

ε
= − ≅ − ε ≈ , 

0
8 0 8
0 0 8

8

81
(0 К) 0,0611 (0 К) ( 10,3552)

128
MeMeB a a S

S

ε
= − ≅ − ε ≈ , 

а ε0
 — енергія когезії; нехай, наприклад, ε0

 ≅ −4,28 еВ/атом [38, 39] 
для ОЦК-Me. «(Електро)хемічними» внесками у ефективні взаємо-
дії v–Xi і v–Xs переважно Кулонового типу, екранованими через на-
явність кореляцій між розподіленими зарядами, нехтуємо надалі. 
 Тому, наприклад, 

mix
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ).
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 Скориставшись виразом (15), можна оцінити Фур’є-компоненти 

( )MeMeW k

 та й ( ) ( ) ( )Mev MeMe vvW W W≅ − = −k k k  

 на основі модельних 

припущень Жирифалько–Вайзера [40] і Ямамоти–Доями [41]. 
 Для оцінювання параметрів («(електро)хемічних») взаємодій 

Me–Xs і Me–Xi припустімо, що такі взаємодії між йонами X і Me на 

віддалі r один від одного у ОЦК(Т)-Me–X є парними та центрально-
симетричними, а їхні енергії апроксимуємо наступним єдиним «ін-
терполяційним» виразом: 

 
0 0
I 0 III 0

0
III

exp( ),  якщо 2 5 2;
( )

0,  якщо .

MeX
MeX MeXA d r r a r r a

r
r r

 − = ≤ ≤ =ϕ ≅ 
>

 (16) 

 Тоді, скориставшись умовами статичної механічної рівноваги 

для ОЦК(Т)-розчину втілення [6, 9]: 
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, (17) 
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, (18) 
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з урахуванням виразу (16) і припущеного обмеження на радіюс вза-
ємодії йону X з йоном Me, можна оцінити числові значення єдиних 

(як для Xi, так і Xs) припасувальних параметрів AMeX
 і dMeX функції 

ϕMeX(r). Зазначимо, що знайдені таким чином параметри «потен-
ціялу» міжйонної взаємодії Me–X у твердому розчині ОЦК(Т)-Me–
X істотно залежать від T через температурні залежності величин 

С11, С12 і a0, яких визначають експериментально. 
 У прийнятому жорсткому припущенні про те, що «потенціяли» 

взаємодій Me–Xi і Me–Xs є однаковими, так само за допомогою (16) 

можна обчислити Фур’є-компоненти ( )sMeXW k

 і     3 ( )iMeXW k

 енергій 

відповідних міжйонних взаємодій: 

′ ′− ≅ ϕ −( ) ( )s sMeX MeXW R R R R  і ′ ′− ≅ ϕ − −

    3 3( ) ( )i iMeX MeXW R R R R h  

 До того ж, ґрунтуючись на оцінених значеннях параметрів тако-
го «потенціялу» взаємодії Me–X, можна обчислити й ефективну 

силу, з якою йон X, що замістив вузол ОЦК(Т)-Me, діяв би на йон 

Me в деякому іншому сусідньому вузлі; а це означає [6, 8, 9], що 

з’являється можливість розрахувати й Фур’є-компоненти 
 ( )s sX XV k  і 

    3 ( )s iX XV k

 енергій деформаційної взаємодії Xs–Xs і Xs–Xi. 
 Нарешті, за відомими Фур’є-компонентами ( )vvV 0 , ( )s sX XV 0

 

 3 3( ( ))i iX XV 0

 (у k = 0) енергій деформаційних взаємодій відповідних то-
чкових дефектів заміщення (втілення) можна обчислити питому 

енергію, пов’язану з «розширенням» («стисканням») «домішкового 

йона» α = v, Xs (Xi), який вводиться у будь-який з вузлів (будь-яку з 

октаедричних міжвузловин) ОЦК-Me, що, згідно з [6, 8], дорівнює 

1
( )

2
v vvR V≅ − 0

 або 
1

( )
2

s s sX X XR V≅ − 0

 (  3 3

1
( )

2
i i iX X XR V≅ − 0 ). 

 Таким чином, можна оцінити всі енергетичні параметри, що вхо-
дять до рівнянь (12) і (13). 

5. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ 

Насамперед, зазначимо, що вже у роботах [10–15] було продемон-
стровано, що Фур’є-компоненти  3 3 ( )i iX XW k

 й, особо,  3 3 ( )i iX XV k

 можуть 

помітним чином залежати від температури. Також, приміром, тем-
пературні залежності модулів величин ( )sMeXW 0

 і      3 ( )iMeXW 0

 зобра-
жено на рис. 3; відповідні Фур’є-компоненти, що мають сенс повної 
енергії взаємодії одного виділеного атома X, який заміщує вузол 

або втілений у октаедричну міжвузловину ОЦТ-Me відповідно, з 

усіма йонами Me на вузлах, можуть загалом збільшуватися за абсо-
лютною величиною (втім немонотонно) у разі підвищення T. 
 Тому рівняння (12) маємо розв’язувати з урахуванням неявної 
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температурної залежности енергетичних параметрів, що до нього 

входять, через залежності від T як модулів пружности СIJ(T), так і 
параметра ґратниці a0(T) «бездомішкового» ОЦК-Me. Поки що 

іґноруючи в даній роботі магнетні ефекти, на рис. 4 демонструємо 

криві | ( )
i X iX c Xc c T=  для двох різних значень загального вмісту cX. 

Як видно з рис. 4, навіть за такої екстраполяції «високотемперату-
рного» конфіґураційного стану розчину до T → 0 К ( CT ) (принай-
мні, для сX = 0,1 і 0,12) частина втілених атомів X у рівновазі може 

заміщати й вузли ОЦТ-Me. А в інтервалі температур 4,2–300 К мо-
жлива (порівняно слабка) немонотонність залежности ( ).

iXc T  Ви-
гляд функції ( )

iXc T  маємо пояснювати, взагалі-то, немонотонною 

температурною залежністю енергетичних параметрів (із врахуван-
ням в тому числі магнетного внеску), що входять до рівняння (12). 
Проте, через мализну цих ефектів немонотонности, така поведінка 

( )
iXc T  може й не зумовити помітне (в експерименті для T ∈ [4,2; 

300] К) змінення ступеня тетрагональности ОЦТ-Me–X. Подальше 

ж підвищення T спричинює в цілому зменшення 
iXc , причім «висо-

котемпературне» значення 
iXc  може стати нижчим за його «низь-

котемпературне» значення на понад 10% (див. рис. 4). 
 Отже (див. (14)), у разі підвищення температури може відбувати-
ся помітне зменшення ступеня тетрагональности розчину ОЦТ-Me–
X (через перерозподіл атомів X між однією з підґратниць октаедри-
чних міжвузловин і вакантними вузлами ґратниці ОЦТ-Me). 
 З рисунка 5 видно (див. також наближений вираз (13)), що кон-

 

Рис. 3. Абсолютні величини Фур’є-компонент     3 ( )iMeXW 0

 (крива 1) і 
( )sMeXW 0

 (крива 2), відповідно, енергій     3 3( ) ( )i iMeX MeXW ′ ′− ≅ ϕ − −R R R R h

 

і ( ) ( )s sMeX MeXW ′ ′− ≅ ϕ −R R R R  як функції температури T. 

Fig. 3. Absolute values,     3 ( )iMeXW 0

 (curve 1) and ( )sMeXW 0

 (curve 2), of the 

Fourier components of the energies     3 3( ) ( )i iMeX MeXW ′ ′− ≅ ϕ − −R R R R h

 and 

( ) ( )s sMeX MeXW ′ ′− ≅ ϕ −R R R R , respectively, as the functions of temperature T. 
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центрація вузлових вакансій у стопі ОЦК(Т)-Me–X, в якому йони X 

максимально впорядковано розташовані по октаедричних міжвуз-
ловинах (і частково по вузлах) ОЦТ-Me за типом, ізоморфним фазі 
α″-Fe16N2, може істотно зрости (навіть за T = const) з підвищенням 

загальної концентрації йонів X, втілених в ОЦК-Me (так, що повні-
стю понехтувати об’єднанням вакантних вузлів у бівакансії як ще 

одним ентропійно-геометричним чинником термодинаміки стопу 

буде вже неправильно).  

 З одного боку, це узгоджується з теоретичними передбаченнями 

[18, 42] для точкових дефектів у моноатомових кристалах і розве-
дених бінарних стопах, а також з результатами попереднього дослі-
дження залежности концентрації вузлових моновакансій v від під-
вищення (у деякому інтервалі) концентрації втілених (тільки) в ок-
таедричні міжвузловини ГЦК-Me неметалічних атомів X (X = N, H) 

(без урахування переходу їх на вузли, тобто за 
sXc  ≡ 0) [43]. З іншого 

боку, додаткові міркування про можливість помітного збільшення 

 

Рис. 4. Температурна залежність «відносної» концентрації 
iXc  атомів X, 

які лишилися втіленими в одній (третій на рис. 1, г) з трьох підґратниць 

октаедричних міжвузловин ОЦТ-Me для двох загальних вмістів домішко-
вих атомів: cX = 0,1 і cX = 0,12. 

Fig. 4. Temperature-dependent ‘relative’ concentration 
iXc  of X atoms, which 

remained to be interstitial in the one (3rd
 sublattice in Fig. 1, г) of three sub-

lattices of octahedral interstices of the b.c.t. Me for the two total contents of 

impurity atoms: cX = 0.1 and cX = 0.12. 
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вмісту вакансій при втіленні, принаймні, достатньо великої кіль-
кости домішки X в ОЦК-кристал Me та стопи заміщення на його ос-
нові, особливо в умовах далекого впорядкування втілених атомів, 
було викладено також авторами робіт [44, 45] (див. також роботу 

[46] та літературу, цитовану в ній). 
 «Величезний» злам суцільної кривої ( 0

vvс c ′ ) на рис. 5 наближено 

відповідає значенням «відносної» концентрації cX, за яких (для те-
мператури у 1173 К) власне відбувається спонтанний перехід час-
тини йонів X з октаедричних міжвузловин у вузли ОЦТ-Me. Певне, 

при цьому йони X займають таки частину вакантних вузлів ОЦТ-
ґратниці й тим самим різко зменшують кількість (залишкових) ва-
кансій v у розчині (див. рис. 5). Для порівняння штриховою лінією 

на рис. 5 показано гіпотетичну залежність 
0
vvс c ′

 від сX, одержану 

без урахування переходу атомів X на вузли (тобто якщо ≡ 0
sXc ). Із 

порівняння суцільної та штрихової ліній (рис. 5) можна зробити ви-
сновок про те, що перехід помітної долі йонів X на вузли ОЦТ-
ґратниці Me за фіксованої T можливий, лише починаючи з деякого 

значення концентрації сX втілених атомів (і трохи вище). 

 

Рис. 5. Залежність відношення 
0

v vc c ′
 (суцільна крива) від загального вмі-

сту сX домішки X (за температури T = 1173 К), де штрихова лінія демонст-
рує гіпотетичний випадок ( 0

sXc ≡ ) відсутности (розташування усіх) до-
мішкових йонів на вузлах (по міжвузловинах) кристалічної ґратниці 
ОЦТ-Me. 

Fig. 5. The ratio 
0

v vc c ′
 (solid curve) vs. the total concentration cX of X impu-

rity (for the temperature T = 1173 K), where the dashed line shows the hypo-
thetical case ( 0

sXc ≡ ) of the absence (positioning) of (all) the impurity ions at 

the b.c.t.-Me crystal-lattice sites (interstices). 
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 Деякі кількісні розбіжності між доступними експериментальни-
ми й одержаними теоретично результатами щодо ступеня тетраго-
нальности можуть бути пов’язаними з використанням (окрім нех-
тування магнетними ентропійними ефектами) у даній роботі й об-
меження на можливість утворення у вузлах твердого розчину ОЦТ-
Me–X комплексій (з йонів X), концентрація яких (на відміну від 

інших точкових дефектів) має загалом спадати через «дисоціяцію» 

їх з підвищенням температури. Адже відхід додаткових йонів X із 

міжвузловин у вузли-«пастки» здатний привести до локального ро-
зупорядкування їх і, як наслідок цього, до ще більшого відчутного 

зменшення (можливо, немонотонного) загального ступеня тетраго-
нальности ґратниці розчину. 

6. ВИСНОВКИ 

Розвинуто «високотемпературний» статистично-термодинамічний 

модель «гібридного» твердого розчину заміщення–втілення на ос-
нові ОЦК(Т)-ґратниці металу (Me), який містить атоми неметалевої 
домішки (X) як у міжвузловинах, так і у вузлах. При цьому врахо-
вано дискретну (атомарно-кристалічну) структуру ґратниці, анізо-
тропію її пружности, «блокувальні» та деформаційно-індуковані 
«розмірні» ефекти у взаємодії атомів і точкових дефектів кристалу. 
В рамках моделю, адаптованого для нестехіометричної структури, 
максимально впорядковної за надструктурним типом фази α″-
Fe16N2, але з атомами домішки X не тільки в октаедричних міжвуз-
ловинах, а й у вузлових позиціях заміщення в ОЦТ-Me, з припу-
щенням деяких раціональних наближень записано функції розпо-
ділу ймовірностей одночастинкового заповнення їх X-атомами. За-
пропоновано набір рівнянь для розрахунку термодинамічно рівно-
важних концентрацій домішкових атомів (X) у міжвузловинах (по-
рівняно з тими, що перемістились у вузли) та вакансій у вузлах. 
Для розв’язання цих рівнянь слід володіти інформацією (переваж-
но черпаючи її з наявних літературних даних) стосовно залежности 

від температури та концентрації домішки параметрів енергій міжа-
томових взаємодій. Адекватність їхніх величин є необхідною умо-
вою для одержання обґрунтованих і адекватних фізичних резуль-
татів. 
 Розраховані результати екстраполяції високотемпературної за-
лежности вмісту домішкових атомів X в октаедричних міжвузло-
винах ОЦТ-ґратниці Me підтверджують очікувані прогнози: навіть 

за нульової температури не всі атоми X лишаються у міжвузлови-
нах, адже частина з них спонтанно плигає у вакантні вузли основ-
ної ґратниці під дією її внутрішньокристалічного поля. Подальше 

підвищення температури лише посилює цю тенденцію: для концен-
трації домішкових атомів X у діяпазоні 10–12%, тобто близькому 
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до стехіометричного складу Me16X2, частина їх, що знаходяться у 

вузлах основної (Me) ґратниці, підвищується з ≅ 10–17,5% (біля 

T ≈ 0 К) до ≅ 20–25% (для T ≈ 1000 К) і навіть вище за більш високих 

температур. Оскільки просторове розташування атомів X в розчині 
ОЦТ-Me–X корелює з його тетрагональністю, то можна стверджу-
вати, що через реґульовану зміну (контроль) температури можна 

маніпулювати (керувати) ступенем тетрагональности кристалічної 
ґратниці (для T > TC = TC(cXi, cXs + cv) та навіть для T < TC). 
 Спостерігається немонотонна залежність концентрації вузлових 

вакансії від загального вмісту домішкових X-атомів у Me–X. Спо-
чатку зі збільшенням вмісту домішки концентрація вакансій істот-
но зростає (навіть для T = const). Натомість далі, коли частина ато-
мів X спонтанно переміщується з октаедричних міжвузловин у вуз-
ли основної ґратниці, кількість вузлових вакансій різко зменшу-
ється в результаті посідання атомами X практично всіх вільних ву-
злів. Такий «різкий» перехід (значної частини атомів домішки у 

вузли ОЦТ-ґратниці металу) за фіксованої температури можливий 

лише за певної (та дещо вищої) концентрації домішкових атомів X 

у міжвузловинах, втім нижчої за стехіометричний склад Me16X2. 
 На основі даної роботи (її методології й одержаних результатів) 
одним з наступних кроків (етапів) у вивченні (над)структури типу 

Me16X2 (як то фаза α″-Fe16N2) стане явне включення обмінної взає-
модії магнетних моментів йонів металу у вираз для енергії «змі-
шання» та неявне — у вираз для ентропії магнетної підсистеми зад-
ля з’ясування поведінки стопу в цілому, що залежить як від атомо-
вого, так і від магнетного впорядкування за даних зовнішніх впли-
вів (температури, тиску чи відповідної деформації, а також прик-
ладеного магнетного поля). 

ПОДЯКИ 

Роботу виконано в рамках бюджетної програми КПКВК 6541230-
1A «Високоміцні стани як результат специфічної міжатомної взає-
модії у високоентропійних твердих розчинах з мартенситним пере-
творенням» (державний реєстраційний № 0120U000160) НАН Ук-
раїни на 2020–2021 рр. Другий і третій автори також вдячні Націо-
нальному фонду досліджень України (НФДУ) за ґрантову підтрим-
ку проєкту «Реґулювання розподілу атомів задля функціоналізації 
матеріялів на основі гібридної фази Fe16N2-мартенситу, альтернати-
вних постійним магнетам з рідкісноземельних інтерметалідів або 

пермендюру» (державний реєстраційний № 0120U104061) в рамках 

конкурсу НФДУ «Підтримка досліджень провідних та молодих 

вчених» (реєстраційний номер запиту 2020.02/0191). 
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