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Робота виходу електронів і позитронів, бар’єр Шотткі 
метал-діелектричних сандвічей. Метод Рітца 

В. В. Погосов, В. І. Рева  

Національний університет «Запорізька політехніка», 
вул. Жуковського, 64, 
69063 Запоріжжя, Україна 

В рамках методу Рітца, квантово-статистичного функціоналу і моделі 
стабільного желе розглянуто задачу знаходження питомої поверхневої 
енергії, роботи виходу електронів та позитронів, бар’єру Шотткі для ме-
талу з діелектричним покриттям. Величини, розраховані методом Рітца, 

задовільно узгоджуються як з експериментальними даними, так і з роз-
рахунками методом Кона–Шема. Розглянуто найпростіші неоднорідні 
покриття. Встановлено зв’язок теорії методу Рітца для неоднорідних пок-
риттів з теорією метода Кона–Шема поверхневих характеристик метал-
діелектричних наносандвічів. Запропоновано вплив неоднорідності пок-
риття на характеристики металевої поверхні оцінювати масштабуванням 

випадку однорідного покриття. Ефект залежності енергетичних характе-
ристик контактів зведено лише до середнього зваженого значення діелек-
тричних проникностей діелектричних обкладинок асиметричних метал-
діелектричних сандвічей. Обговорено можливість використання одержа-
них результатів у різних експериментальних ситуаціях. 

Ключові слова: поверхневі явища, робота виходу електрона та позитрона, 

бар’єр Шотткі, метал-діелектричні сандвічі, модель стабільного желе. 

Within the framework of the Ritz method, the quantum-statistical function-
al, and the stabilized jellium model, the problem of calculating the surface 
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energy per unit area, the electron and positron work function, and the 

Schottky barrier height for a metal with a dielectric coating is considered. 

The calculated values are in satisfactory agreement with both experimental 
data and the results of the Kohn–Sham calculations. The simplest inhomoge-
neous dielectric coatings are considered. The connection between the Ritz 

theory for inhomogeneous coatings and the Kohn–Sham theory for the sur-
face characteristics of metal–dielectric nanosandwiches is established. Invit-
ed to take into account the effect of inhomogeneous coating on the metal sur-
face characteristics by scaling a uniform coverage case. The effect of dielec-
tric confinement for the energy characteristics of the asymmetric metal–
dielectric sandwiches is reduced to the weighted average value of the dielec-
tric constants. The possibility of application the obtained results in various 

experimental situations is discussed. 

Key words: surface phenomena, electron and positron work function, Schott-
ky barrier, metal–insulator sandwiches, stable jellium models. 

(Отримано 14 листопада 2021 р.) 
  

1. ВСТУП 

Дослідження електронних властивостей металевої поверхні зі скла-
дним покриттям становлять інтерес для сучасних технологій з ме-
тою створення, наприклад, матеріалів, що володіють значним сен-
сорним відгуком і селективністю. Про складність одержання 

об’єктів і методів вимірювання говорить порівняно незначна кіль-
кість експериментів, присвячених, зазвичай, квантово-розмірним 

ефектам. Однією з фундаментальних характеристик металевих на-
ноструктур є робота виходу електронів. 
 Найбільш дослідженим у цьому напрямку є бар’єр Шотткі — ро-
бота виходу електронів у діелектрик або напівпровідник [1–3]. 
 Висоту бар’єру Шотткі Φe контакту метал–ізолятор оцінюють на 

основі правила Шотткі–Мотта [1, 3] за характеристиками ізольова-
них один від одного металу й ізолятора: 

 ,e e eWΦ ≈ − χ  (1) 

де We і χe — робота виходу електронів з металу у вакуум і глибина 

залягання зони провідності електронів в ізоляторі до контакту від-
повідно. За малих зазорів металу й ізолятора «хвіст» просторового 

розподілу електронів металу знаходиться під впливом поляризації 
ізолятора. 
 У разі інжекції позитронів у метали, для яких робота виходу по-
зитронів Wp < 0, позитрони зустрічають бар’єр висотою: 

 p pWΦ ≈ −  (2) 
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(аналогічне співвідношення можна записати і для антиводню [4]). 
 Технологічний інтерес представляють плівки, вирощені на різ-
них підкладинках [5–7]. Наприклад, у роботі [7] експериментально 

досліджували плівки Pb (111) товщиною L від 1 до 16 моношарів, 
вирощені на підкладці Ge (111). Зокрема, проводили вимірювання 

роботи виходу електрона у вакуум методом фотоемісійної спектрос-
копії. Автори спостерігали пінінґ рівня Фермі електронів у плівці 
Pb (111): усі середні значення We ≈ 4 eВ (таке ж значення має χe для 

Ge), а розмірні флуктуації розподілялися в інтервалі ∆W(L) ∈ (0,2; 

0,5) еВ. Для уточнення оціночних виразів (1) і (2) можна ввести за-
лежність We,p(ε), де ε — діелектрична стала ізолятора. 
 У ході розрахунків метал-діелектричних інтерфейсів у набли-
женні суцільного середовища ізолятор характеризують лише вели-
чиною ε. У рамках наближення локальної густини (LDA) виконано 

численні розрахунки поляризації і поверхневого плазмонного резо-
нансу в металевих нано-сферах, нитках і плівках у різних діелект-
ричних матрицях (див., наприклад, огляд [8]), а також передбачено 

зміну знаку роботи виходу позитронів залежно від ε діелектричного 

покриття металу [9]. В рамках методу Кона–Шема ми провели роз-
рахунки електронних характеристик метал-діелектричних наноса-
ндвічей [10, 11], а також характеристики позитронів у металах, що 

містять дефекти [12]. 
 У роботі [10] мали місце особливості, що не отримали пояснення. 
Наприклад, залежності We(L) для асиметричних сандвічів збігала-
ся з роботою виходу електронів симетричних сандвічів з середньоа-
рифметичним значенням діелектричної константи. 
 Проблему описання металу з неоднорідним покриттям безпосе-
редньо пов’язують також з питанням про анізотропію роботи вихо-
ду або про локальну роботу виходу, яка за суттю відповідає локаль-
ному значенню ефективного одноелектронного потенціалу і зале-
жить від координат [13–17]. Подібні дослідження прийнято вико-
нувати або ab initio методами [14, 15], або методом Кона–Шема [16, 

17], які зазвичай не дозволяють провести детальний аналіз одержа-
них результатів, який можливо виконати з використанням варіа-
ційного методу Рітца. 
 Метою роботи є розрахунок методом Рітца характеристик метал-
діелектричного сандвічу і плоскої металевої поверхні, ділянки якої 
покриті різними діелектриками. 

2. МЕТОД РІТЦА 

2.1. Постановка задачі 

Розглянемо макроскопічну металеву суцільну сферу радіуса R, по-
криту шаром діелектриків зі сталими εi. Для спрощення обчислень, 
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керуючись досвідом нашої попередньої роботи [17], ми прийняли 

товщини діелектриків нескінченно великими. Досить швидке спа-
дання електронного розподілу поза металом (приблизно на відстані 
5–10 Å) дозволяє знехтувати ефектом товщини цього покриття, мі-
німальна товщина якого повинна бути набагато більша моноатом-
ного (або мономолекулярного) шару діелектрика. Довжина вільно-
го пробігу електронів у діелектриках le — це десятки Å [18]. 
 Для аналітичного вирішення задачі припустимо, що на метале-
вій поверхні межують лише два діелектрики 1 і 2 (i = 1, 2). Область 

діелектрика з ε1 визначається полярним кутом θm (рис. 1, а). У ви-
падку, коли ε2 = 1, рис. 1, а розв’язок задачі може бути застосований 

до металевої краплі, що лежить на діелектричній підкладці з ε1. По-
значаючи частку поверхні сфери 

 1 ,S Sα =  (3) 

 

Рис. 1. Геометрична схема металевої сфери, покритої двома діелектрика-
ми (a), перехід від сфери до диска, симетрично розташованого між діелек-
триками (б), метал-діелектричний сандвіч (в). 

Fig. 1. Geometric scheme for a metal sphere covered by two dielectrics (a), 
transition from a sphere to a disk symmetrically located between dielectrics 

(б), metal-dielectric sandwich (в). 



 РОБОТА ВИХОДУ ЕЛЕКТРОНІВ І ПОЗИТРОНІВ, БАР’ЄР ШОТТКІ 301 

яка зайнята діелектриком 1 (S1 = 2πRh, h — висота сферичного сег-
мента), одержуємо значення граничного кута 

 mcos 1 1 2 .h Rθ = − = − α  (4) 

 У моделі желе металу розподіл позитивного (йонного) заряду є 

однорідним й ізотропним. Він може бути заданий одиничною ступі-
нчастою функцією 

 3( ) ( ), 3 (4 ),sr r R n rρ = ρ Θ − ρ = = π  (5) 

(розподіл ρ(r) однаковий для областей 1 і 2), n  — електронна густи-
на в об’ємі металу, rs — середня відстань між електронами. 
 В ізотропному випадку, на прикладі желе-сфери у вакуумі [19], 
відомо, що радіус електронної хмари R′ відрізняється від R. Ця від-
мінність ∝ R

−1
 і визначається умовою електронейтральності 

 ( ) 0, ( ) ( ) ( ).d nν = ν ≡ − ρ∫ r r r r r  (6) 

 Діючи в іншій манері, для желе-сфери у вакуумі (те ж саме мож-
на стверджувати і для кулі з однорідним діелектричним покрит-
тям), радіус електронної хмари R′ прирівняємо до радіуса йонного 

желе R, а електронний профіль відповідно методу Рітца виберемо у 

вигляді [6, 19] 

 ( )/ ( )/ 1
( ) {1 , , , }, , 1 ,

2
r R R rn r n Ae r R Be r R A f B A− λ − λ= − ≤ ≥ = = −  (7) 

де f враховує відмінність R′ від R. 
 Згідно рисунку 1, а кожної області відповідають свої профілі. 
Для кулі з неоднорідним покриттям використаємо загальну форму 

профілю (7), але з відповідними індексами для n(r), A, B і f: 

 1 m 2 m( ) { ( ), (0, ), ( ), ( , )}.in r n r n r= θ ∈ θ θ ∈ θ π  (8) 

 Відомо, що для металу з однорідним покриттям робота виходу 

електронів W(ε) зменшується зі збільшенням ε [10, 17]. Нанесення 

на поверхню металу різних діелектриків (ε1 ≠ ε2) призведе до переті-
кання електронної рідини поблизу поверхні металу з області 1 в об-
ласть 2 (або навпаки) внаслідок виникнення контактної різниці по-
тенціалів. 
 Розподіли n1(r) і n2(r) до цього ж здебільшого змістяться у проти-
лежні сторони по нормалі до поверхні вглиб або металу, або діелек-
трика. Такий ефект можна відобразити введенням варіаційного па-
раметрів δi у відповідні коефіцієнти: 
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1

, 1 .
2i i i i iA f B A= + δ = −   

Параметри A1, A2, B1, B2 і λ1, λ2 характеризують розміри локальних 

дипольних бар’єрів областей 1 і 2 відповідно. 
 Інтеґрування у виразі (6) з урахуванням (7)–(9) приводить до 

співвідношення 

 2
1 2 2 2

1 1 2

1 1
, .

1
O

 λα δ = − δ +   − α λ β β   
 (9) 

Протилежний знак δ1 і δ2 означає втрату локальної електронейтра-
льності в областях 1 і 2 внаслідок перетікання електронів, але у ви-
падку збереження повної електронейтральності сфери. 
 Розглянемо спочатку випадок α = 0,1 (рис. 1, а) і R → ∞ — плоску 

поверхню металу, покриту однорідним діелектриком. 

2.2. Плоский інтерфейс метал–діелектрик 

У моделі стабільного желе і методі Рітца використовуємо однопа-
раметричний профіль електронів n(z) і ( ) ( )r n zρ = Θ − . 
 Квантово-статистичний функціонал з об’ємною густиною енергії 
електронів g(n) в LDA складається з: 
квазіоднорідної кінетичної енергії невзаємодійного електронного 

газу; 
членів розкладання Вейцзеккера–Кіржніца–Ходжа кінетичної 
енергії, що містить ґрадієнти n(z) з парними ступенями; 
обмінної енергії та кореляційної енергії Пайнса–Нозьера (деталь-
ний вигляд функціоналу наведено в [6]). 
 Електростатичний потенціал ϕ визначають з рівняння Пуассона 

(тут і далі використано одиниці Хартрі) 

 2 4
( ) ( ), ( ) 0.

( )
z z z

F z

π
∇ ϕ = − ν ϕ → ∞ →  (10) 

 Функція F(z) дорівнює 1 усередині металу, де електрони і йони 

знаходяться у вакуумі, і дорівнює ε зовні металу. Розв’язок рівнян-
ня (10) має вигляд 

 
( ) ( )

( ) 4 ( ) , 4 < 0,
( ) ( )

z z z
z z z dz zdz

z z

+∞

−∞ −∞

′ν ν′ ′ϕ = ϕ − π − ϕ = − π
′ε ε∫ ∫  (11) 

де ϕ  — значення у глибині металу. 
 Роботу виходу електронів у моделі стабільного желе визначають 

наступним чином 
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( )

,WS

dg n
W v

dn
= −ϕ − − < δ >  (12) 

де стабілізаційний потенціал 

 2
F F2(0,0026 / 8 /10).WSv k k< δ > = + π −   

 Для позитронів 

 bulk
p p s( ),W W r= ϕ +  (13) 

де 
bulk

p ( )sW r  містить внески від позитрон-електронних кореляцій в 

однорідному електронному газі [20] і позитрон-йонної взаємодії в 

елементарній комірці металу [21] 
bulk

p( 3,97 еВW =  для Al). 

 Підставивши в (11) однопараметричну функцію, одержуємо 

 / /( ) {1 0,5 , 0,0,5 , 0},z zn z n e z e zλ − λ= − ≤ ≥  (14) 

яка збігається з (7). Якщо R → ∞, одержуємо 

 2 / /1 1
( ) 2 1 , 0, , 0 .z zz n e z e zλ − λ  ϕ = − π λ + − ≤ ≥  ε ε  

 (15) 

 Вираз (15) збігається з відповідним результатом роботи [22]. У 

(15) коли z = 0 простежується зв’язок із значенням електростатич-
ного потенціалу на границі провідної кулі в діелектрику [23]. Для 

цього потрібно розглянути внесок сферичного йонного желе і сфе-
ричної електронної хмари окремо. 
 Питому поверхневу енергію σ визначають відповідно з виразів 

для густини енергії g(n) [6]. У результаті інтеґрування функції (14) 

одержуємо 

 

2 3 5 3 4/3
ex cor

1 3

1 2 3 43

1
1 ( )

( ) ,

q t

g g g g WS WS

n C n C n C nC

n n
C C C C n C v

 σ = λ + + λ + + + ε 

+ + + + + λ 〈δ 〉
λ λ

 (16) 

де Cq = 0,785, Ct = −1,842, Cex = 0,2502, Ccor = 6,589⋅10−3, 

Cg1 = 9,627⋅10−3, Cg2 = 5,115⋅10−4, Cg3 = −4,832⋅10−4, Cg4 = 1,611⋅10−4, 

CWS = −0,5. 
 Далі розглянемо випадок α = 1/2 на рисунку 1, а, коли центр ме-
талевої кулі розташовано на плоскій границі двох діелектриків 

(θm = π/2). 
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2.3. Сандвіч 

Деформуючи кулю в диск, можна перейти до макроскопічної «пла-
стини» товщиною L у діелектричному оточенні (рис. 1, б) — метал-
діелектричний сандвіч з плоским інтерфейсом. 
 Для сандвіча виберемо профіль електронного розподілу у вигляді 
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де Z1,2 = L/2 + δ1,2. 
 З’ясувалося, що умова зшивання монотонного профілю (17) в 

z = 0 і його похідної для довільного L й умова електронейтральності 
виконуються тільки тоді, коли 

 1 2 1 2і 0.λ = λ δ = −δ =  (18) 

 Підставляючи (17) у вираз для електростатичного потенціалу са-
ндвіча 
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і зберігаючи тільки експонентну координатну залежність для випа-
дку L >> λ, одержуємо 
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де 

 1 2 .
2

ε + ε
〈ε〉 =  (20) 
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 Профіль (19) відображає еквіпотенційність поверхні пластини 

безпосередньо на границі позитивно зарядженого фону. 
 Таким чином, для сандвіча можна застосовувати той самий вираз 

(17), але з ε → 〈ε〉 . Для роботи виходу (12) значення ϕ  тепер замі-
нюємо на значення потенціалу в центрі сандвіча 

 
2 1(0) = 2 (1 ).n −ϕ − π λ + 〈ε〉   

 Вираз (19) має аналогії. По-перше, спостерігається прямий 

зв’язок зі значенням електростатичного потенціалу на границі про-
відної кулі, симетрично розташованої між двома діелектриками з ε1 

і ε2 [23]. По-друге, виявляється прямий зв’язок з результатами ме-
тоду Кона–Шема для метал-діелектричних наносандвічей, напри-
клад, плівки Al товщиною L, ліворуч і праворуч від якої знаходять-
ся діелектрики: left right{ Al }Lε ε  (рис. 1, б). 
 У результатах роботи [10] мали місце особливості, що не мають 

пояснення. Залежності W(L) для сандвічів {1 Al 5}L  і {3 Al 3}L  збі-
галися. Розрахунок для {1 Al 9}L  і {5 Al 5}L  показав теж саме, тоб-
то робота виходу для асиметричних сандвічів left right{ Al }Lε ε  збіга-
лася з роботою виходу симетричних сандвічів { Al }L〈ε〉 〈ε〉  з серед-
ньоарифметичним значенням left right( ) 2〈ε〉 = ε + ε  (рис. 5 в [10]). Так 

само був виявлений горб потенціалу, наприклад, для {1 Al 5}L  з бо-
ку вакууму (εleft = 1). Тепер на підставі методу Рітца дамо пояснення 

цим особливостям. 
 У випадку α ≠ 1/2 і R → ∞ електростатичний потенціал в аналіти-
чних функціях не визначається, але можна вчинити так. 
 У випадку розрахунку ємності плоского конденсатора, частково 

заповненого різними діелектриками, величини εi входять в комбі-
нації εiSi, де Si — площі контактів. Пропонується узагальнити ви-
рази (15) і (16) за допомогою заміни 

 i i
i

ε → ε α∑  (21) 

для довільного числа контактів металевої поверхні з діелектрика-
ми. У розглянутому нами випадку двох діелектриків 

 1 2(1 )ε → ε α + ε − α  (22) 

і для α = 1/2 маємо = .ε 〈ε〉  

3. РЕЗУЛЬТАТИ ТА ОБГОВОРЕННЯ 

Розрахунки виконували для Al (rs = 2,07a0, a0 — борівський радіус). 
Оптимальні значення варіаційного параметра λ(ε) знаходились з 

умови ( , , ) min.nσ ε λ →  Зі збільшенням сталої ε покриття значення 
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λ зростають від 0,709a0 (ε = 1) до 0,805a0 (ε = 5), виходячи на плато. 
 На рисунку 2 наведено залежності поверхневої енергії σ(ε) і робо-
ти виходу електронів W(ε). Зі збільшенням сталої ε покриття вели-
чини σ і W зменшуються і також виходять на плато. Результати ро-
зрахунків методом Рітца для квантово-статистичного задовільно 

узгоджуються з експериментальними значеннями для ε = 1 

(σ = 926 ерг/cм2, W = 4,25 еВ) і розрахунками методом Кона–Шема. 
 У таблиці 1 наведено результати обчислень для конкретних ізо-
ляторів на поверхні Al, які демонструють зміну знаку роботи вихо-
ду позитрона Wp(ε). 
 Можна відмітити задовільне узгодження розрахунків методами 

Рітца і Кона–Шема, що означає і задовільне узгодження розрахо-
ваних величин дипольних бар’єрів у цих версіях методу функціо-
нала густини. 
 Результати розрахунків методом Рітца для метал-діелектричного 

сандвіча (α = 1/2) наведені в табл. 2. Зіставлення значень σ і W у 

табл. 2 для ε1 = 3 і ε2 = 1 збігаються зі значеннями σ і W для 

ε → 〈ε〉  = 2 на рис. 2 для однорідного покриття. Аналогічна рівність 

спостерігається також для ε1 = 5 і ε2 = 1, ε → 〈ε〉  = 3 на рис. 2, що і є 

наслідком еквіпотенціальності металевої поверхні. 
 Поява горба потенціалу для асиметричного сандвіча в [10], на-

 

Рис. 2. Розраховані залежності σ(ε) і W(ε) методом Рітца (1) і Кона–Шема (2). 

Fig. 2. The calculated dependences σ(ε) and W(ε) by the Ritz method (1) and 

the Kohn–Sham one (2). 
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приклад, {1 Al 5}L , пов’язана з перезарядкою поверхні. Електрони 

перетекли з правого боку пластини на ліву відповідно до умови рів-
новаги для хемічного потенціалу електронів µ(z) = const. Обчислен-
ня з найпростішими пробними функціями за умови (18) не здатні 
відобразити цей ефект. 
 В таблиці 2 наведено результати відповідних обчислень для 

α ≠ 1/2. Значення λ, σ і W для ε1 = ε2 = 1 відповідають інтерфейсу ме-
тал–вакуум і «першим» точкам на рис. 2. 
 «Неоднорідність» покриття формально визначається складовими 

 2 2 3

1 2 1 2

1 1
2 1 і 1

(1 ) (1 )qn n C
   

ϕ = − π λ + λ +   ε α + ε − α ε α + ε − α   
  

ТАБЛИЦЯ 1. Результати розрахунків Wp методом Рітца і методом Кона–
Шема (

*) ідеальних контактів Al/ізолятор. 

TABLE 1. The results of calculations Wp by the Ritz method and the Kohn–
Sham one (

*) for perfect Al/insulator contacts. 

Ізолятор – Ne Ar Kr Xe SiO2 Al2O3 

ε 
Wp, еВ 

*
p ,W  еВ 

1 
−0,65 
−0,67 

1,2 
−0,45 
−0,41 

1,5 
−0,24 
−0,15 

1,65 
−0,16 
−0,06 

1,9 
−0,06 
0,06 

2,43 
0,32 
0,56 

9 
0,52 
0,85 

ТАБЛИЦЯ 2. Результати обчислень методом Рітца характеристик сандвіча. 

TABLE 2. The results of calculations by the Ritz method for sandwich charac-
teristics. 

α ε1 ε2 λ, a0 σ, ерг/cм2 W, еВ 

1/2 
1/2 
1/2 
1/2 
1/2 
1/2 
1/3 
1/3 
1/3 
1/3 
1/3 
1/4 
1/4 
1/4 
1/4 

1 
2 
3 
4 
5 
4 
2 
3 
4 
5 
4 
2 
3 
4 
4 

1 
1 
1 
1 
1 
3 
1 
1 
1 
1 
3 
1 
1 
1 
3 

0,709 
0,741 
0,760 
0,774 
0,784 
0,791 
0,732 
0,748 
0,760 
0,770 
0,789 
0,727 
0,741 
0,752 
0,787 

872 
760 
698 
658 
630 
609 
790 
736 
698 
669 
615 
807 
760 
725 
619 

4,88 
4,47 
4,25 
4,12 
4,03 
3,96 
4,58 
4,39 
4,25 
4,16 
3,98 
4,64 
4,47 
4,35 
3,99 
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для W і σ в (15) і (16) відповідно. 
 Тому, якщо для різних значень α, ε1 і ε2 комбінація ε1α + ε2(1 − α) є 

цілочисельною, то точки на рис. 2 для однорідних покриттів відпо-
відають саме цим числам. 
 Таким чином, рисунок 2 є ключовим, а, використовуючи співвід-
ношення (21) як масштабне перетворення, можна оцінити значення 

σ і W для неоднорідного покриття. 
 Коментуючи роль параметрів δ1 і δ2, слід вказати, що вибираючи 

монотонні пробні функції виду (14) або (17), умова електронейтра-
льності у плоскому випадку дає можливість використовувати тіль-
ки один варіаційний параметр λ. 
 Точне рішення задачі для сандвіча знаходять із системи однови-
мірних рівнянь Кона–Шема і Пуассона [10]. У тривимірному випа-
дку ці рішення повинні задовольняти умові µ(x, y, z = const). Обчис-
лювальна процедура у такій постановці досі не реалізована. 
 Таким чином, робота виходу електронів W(ε) — енергія електро-
на відрахована від вакуумного рівня до рівня Фермі є ізотропною 

незалежно від форми поверхні металевого зразка і діелектричного 

покриття. Такий висновок випливає з еквіпотенціальності метале-
вої поверхні [13–17]. 
 Бар’єр Шотткі для композитного покриття 

 ( ) ( )( )i i
e e eWΦ = ε − χ  (23) 

навпаки, є анізотропною величиною і у процесах перенесення ви-
значається найбільшою величиною 

( )i
eχ  (найменшим 

( ) ).i
eΦ  χe = 0,1, 

0,2, 0,45, 0,68, 1,1, 1,35, 4,05 і 4 еВ для Ne, Ar, Kr, Xe, Al2O3, Si i Ge 

відповідно. 
 Обговоримо можливість спостереження залежностей We(ε) і Wp(ε) 
для різних контактів. 
 Якщо роботу виходу електронів у вакуум We(ε) вимірюють у ре-
зультаті зовнішнього фотоефекту, то таку можливість відносять 

тільки до металу з діелектричним покриттям товщиною Λ < le (від-
сутність енергообміну електрона з ізолятором). У протилежному 

випадку (Λ > le) величину We(ε) може бути встановлено за формулою 

(23) і виміру Φe внаслідок внутрішнього фотоефекту. 
 Роботу виходу позитронів у вакуум Wp(1) одержують, виходячи з 

нижньої границі кінетичної енергії позитронів зворотної емісії [24], 
тобто тільки для тих металів, для яких Wp(1) < 0. Тому у випадку 

контактів з ізоляторами вимір залежності Wp(ε) можливий тільки у 

разі виконання умови Λ < lp, де lp — довжина дифузії позитрона в 

ізоляторі. У випадку Λ > lp позитрон втратить надлишкову енергію в 

ізоляторі, опуститься нижче вакуумного рівня енергії і там анігі-
лює. У наведених експериментальних ситуаціях в результаті вирі-
шення оберненої задачі із вимірювання We(ε, λ) і Wp(ε, λ) можна 
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оцінити le і lp в ізоляторі. 
 У нашому дослідженні ми припускали відсутність хемічних змін 

в контакті, що досить правдоподібно для ізоляторів з малим χe. Для 

напівпровідників Si, Ge наявність поверхневих станів призводить 

до пінінґу енергії Фермі. У цьому випадку задачу вирішують клас-
терним методом [25]. 
 У методі Рітца для металевої поверхні з діелектричним покрит-
тям питома поверхнева енергія виконує допоміжну роль: у резуль-
таті оптимізації визначали «справжнє» значення параметра λ(ε1, 

ε2), яке необхідне для розрахунку роботи виходу We,p(ε). Можна за-
пропонувати наступне практичне використання одержаних резуль-
татів для σ(ε1, ε2). 
 Експериментально поверхневий натяг визначається кутом змо-
чування за законом Юнга [26]. Водночас одержана у даній роботі 
залежність 

21 2 1( , , ) |ε =σ α ε ε  у певному сенсі моделює металеву крап-
лю, що торкається площею αS власної поверхні діелектричної під-
кладки з константою ε1 (рис. 1, а). Запропонований у даній роботі 
підхід, а також результати, наведені у табл. 2, дозволять збільшити 

точність вимірювання σ. 

4. ВИСНОВКИ 

У даній роботі в рамках методу Рітца досліджено енергетичні хара-
ктеристики металевої плоскої поверхні з простішим неоднорідним 

діелектричним покриттям. Для однорідного покриття поверхнева 

енергія, робота виходу електронів і позитронів, розраховані мето-
дом Рітца, задовільно узгоджуються як з експериментальними да-
ними, так і з розрахунками методом Кона–Шема. 
 Аналіз в рамках методу Рітца дозволив дати інтерпретацію де-
яких особливостей розрахункових попередніх результатів для аси-
метричних метал-діелектричних наносандвічей. Застосування про-
бних функцій аналітичного методу Рітца, який є менш точним по-
рівняно з цілком самоузгодженим розрахунковим методом Кона–
Шема, уможливив розкрити механізм зміни величин питомої пове-
рхневої енергії, роботи виходу з металу, бар’єру Шотткі за рахунок 

підбору його неоднорідного діелектричного оточення. 
 Запропоновано оцінювати вплив неоднорідності покриття на ха-
рактеристики металевої поверхні масштабуванням випадку одно-
рідного покриття. 
 Показано, що робота виходу електронів є скалярною величиною 

незалежно від форми поверхні металевого зразка і діелектричного 

покриття. Бар’єр Шотткі для неоднорідного покриття, навпаки, є 

величиною анізотропною. 
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