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STRUCTURE AND PROPERTIES OF NANOSCALE AND MESOSCOPIC MATERIALS 

PACS numbers: 25.75.Nq, 71.27.+a, 71.30.+h, 72.80.Ga, 81.30.Hd 

Зонна структура Діракових матеріялів 

із Габбардовою взаємодією 

І. М. Карнаухов, К. Г. Левчук  

Інститут металофізики ім. Г. В. Курдюмова НАН України, 
бульв. Академіка Вернадського, 36, 
03142 Київ, Україна 

Вивчено поведінку електронної рідини, визначеної на гексаґональній і 
трикутній ґратницях з Габбардовим відштовхуванням у випадку напівза-
повненої зони. Показано, що у полі сильної взаємодії відбувається фазовий 

перехід Мотта–Габбарда, основною особливістю якого у стані ізолятора є 

подвоєння комірки ґратниці. У стані діелектрика з напівзаповненням фе-
рміони з імпульсами k і k + π пов’язані через ефективне λ-поле. Щілина у 

спектрі квазичастинкових збуджень відкривається та відбувається фазо-
вий перехід Мотта за критичного значення Габбардового відштовхування 

UС (UС = 3,904 та UС = 5,125 — це розрахункові значення для гексаґональ-
ної та трикутної ґратниць відповідно). Залежно від величини Габбардової 
взаємодії розраховано величину щілини у спектрі та енергію основного 

стану. Запропонований підхід універсальний, оскільки його можна реалі-
зовувати незалежно від розмірности системи, типу і симетрії ґратниці. 

Ключові слова: перехід Мотта, Габбардова взаємодія, гексаґональна і 
трикутна ґратниці, ізолятор, фазовий перехід. 

The behaviour of fermion liquid defined on hexagonal and triangular lattices 

with short-range repulsion at half filling is studied. In strong coupling limit, 

the Mott–Hubbard phase state is presented; the main peculiarity of insulator 

state is a doubled cell of the lattices. In the insulator state at half filling fer-
mions with momenta k and k + π are coupled via the effective λ-field, the gap 

                                                             
Corresponding author: Kateryna Hryhorivna Levchuk 
E-mail: kgl.imp.nan@gmail.com 
 
G. V. Kurdyumov Institute for Metal Physics of the N.A.S. of Ukraine, 
36 Academician Vernadsky Blvd., UA-03142 Kyiv, Ukraine 
 
Citation: I. M. Karnaukhov and K. H. Levchuk, Electronic Band Structure of Dirac 

Materials with Hubbard Interaction, Metallofiz. Noveishie Tekhnol., 44, No. 5: 565–
585 (2022) (in Ukrainian). DOI: 10.15407/mfint.44.05.0565 

Metallophysics and Advanced Technologies  
Ìåòàëîôіç. íîâітні òåõíîë.  
Metallofiz. Noveishie Tekhnol.  
2022, vol. 44, No. 5, pp. 565–585 
https://doi.org/10.15407/mfint.44.05.0565 
Reprints available directly from the publisher 

 2022 G. V. Kurdyumov Institute for Metal Physics,  
National Academy of Sciences of Ukraine 

Published by license under  
the G. V. Kurdyumov Institute for Metal Physics–

N.A.S. of Ukraine Publishers imprint. 
Printed in Ukraine. 

https://doi.org/10.15407/mfint.44.05.0565
https://doi.org/10.15407/mfint.44.05.0565


566 І. М. КАРНАУХОВ, К. Г. ЛЕВЧУК 

in the spectrum of quasi-particle excitations opens and the Mott phase transi-
tion is occurred at a critical value of the one-site Hubbard repulsion UC 

(UC = 3.904 and UC = 5.125 are calculated values for hexagonal and triangular 

lattices, respectively). Depending on the magnitude of the short-range repul-
sion, the gap in the spectrum and the energy of the ground state are calculat-
ed. The proposed approach is universal; it is implemented for an arbitrary 

dimension and symmetry of the lattice for fermions models with short-range 

repulsion. 

Key words: the Mott phase transition, Hubbard interaction, hexagonal and 

triangular lattices, insulator, phase transition. 

(Отримано 2 лютого 2022 р.) 
  

1. ВСТУП 

Варто зазначити, що фазовий перехід Мотта в гексаґональній ґрат-
ниці з Габбардовою взаємодією інтенсивно досліджують за допомо-
гою числових розрахунків [1–7]. На жаль, ці обчислення не дозво-
ляють прийти до висновку про безспіновий аналог цієї моделі з Габ-
бардовим відштовхуванням безспінових ферміонів, що розміщені 
на сусідніх вузлах ґратниці. Моделювання, здійснене методою Мо-
нте-Карло різними авторами, дає результат для критичного зна-
чення Габбардової взаємодії, за якого відбувається фазовий перехід 

Мотта–Габбарда, дорівнює приблизно 4. Який саме фазовий перехід 

(першого чи другого роду) однозначно не встановлено! Незважаючи 

на велику зацікавленість до графену та матеріялів на його основі, 

фазовий перехід Мотта в моделю із взаємодією між найближчими 

сусідами на гексаґональній ґратниці детально не вивчено. Нині не-
ма відповіді на запитання: «За якого значення взаємодії між най-
ближчими сусідами відкривається щілина у спектрі?». Необхідно 

знайти відповідь на це нагальне питання, оскільки стабільність 

стану графену (зі спектром Дірака у напівметалічному стані) також 

визначається відштовхуванням між ферміонами, розміщеними на 

найближчих сусідніх вузлах ґратниці. 
 Твердження, що симетрія захищає безщілинний фазовий стан, 
не можна вважати ар´ументом, водночас необхідно пам’ятати, що 

фаза ізолятора реалізується за рахунок Габбардового відштовху-
вання. Особливості фазового переходу Мотта–Габбарда на трикут-
ній ґратниці вивчено недостатньо (див. чисельні розрахунки в [8]). 
Проблема ще більше ускладнюється за тієї обставини, що у даному 

випадку мова йде про систему за наявности ефекту фрустрації. У 

нещодавніх роботах ми показали, що подвоєння комірки у разі фа-
зового переходу є ключем до розуміння природи фазового переходу 

Мотта у взаємодійній електронній рідині, який визначають для рі-
зноманітних ґратниць та різних розмірностей системи [9–11]. 
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2. ЗОННА СТРУКТУРА ДІРАКОВИХ МАТЕРІЯЛІВ  

З ГАББАРДОВОЮ ВЗАЄМОДІЄЮ 

Нами проаналізовано фазовий перехід Мотта–Габбарда ферміонної 
рідини, заданий в гексаґональній і трикутній ґратницях під дією 

Габбардового відштовхування. Ця проблема фізично важлива, 
оскільки графен має гексаґональну структуру, а електронна ріди-
на, що взаємодіє на трикутній ґратниці, володіє ефектом фрустра-
ції. Дослідження фазового переходу Мотта надзвичайно корисний 

для розуміння поведінки сильнокорельованих систем [12–15]. 
 Незважаючи на навдивовижу багату історію, дослідження фізи-
чної природи або сценарію фазового переходу Мотта залишаються 

суперечливими. Навіть для найпростішого моделю Габбарда аналі-
тично точне рішення може бути знайдено лише для одновимірної 
системи. Що стосується дво- і тривимірних систем, то задача визна-
чення основного стану за допомогою такого моделю, коли Габбардо-
ве відштовхування U → ∞, є надзвичайно складною в математично-
му відношенні проблемою. Фактично нині точна відповідь на це за-
питання відома лише для випадку одновимірної системи з напівза-
повненою зоною. 
 У проведеному дослідженні наведено рішення однієї з важливих 

проблем: визначаємо сценарій фазового переходу Мотта–Габбарда 

та з’ясовуємо як відбувається цей фазовий перехід. У точці фазово-
го переходу щілина відкривається за умови напівзаповнення, за-
значений фазовий перехід аналогічний переходу Пайєрлса. Ефек-
тивне λ-поле визначається невідомою фазою. Ми визначили цю фа-
зу, вона дорівнює π, що відповідає подвоєнню комірки. Однак мова 

не йде про вплив домішок на стабільність фазового стану. 

3. РОЗРОБКА ДВОВИМІРНОГО МОДЕЛЮ ТА МЕТОДИ 

РОЗРАХУНКУ ФАЗОВОГО СТАНУ ЕЛЕКТРОННОЇ РІДИНИ 

НА РІЗНИХ ҐРАТНИЦЯХ З УРАХУВАННЯМ ГАББАРДОВОЇ 

ВЗАЄМОДІЇ 

3.1. Метода розрахунку фазового стану електронної рідини 

Будемо враховувати тільки вклад найближчих сусідів у формування 

енергетичних зон, тоді гамільтоніян у наближенні сильного зв’язку, 
визначений на двовимірній (гексаґональній або трикутній) ґратни-
ці, містить локальну Габбардову взаємодію і приймає вигляд: 

 , , ,
, ,

†

,

,ij i j jj j
i j j j

t c c U n n nσ σ σ↑ ↓
〈 〉σ=↑ ↓ σ=↑ ↓

= − + − µ∑ ∑ ∑ ∑ ∑H  (1) 

де tij — інтеґрал перестрибування між найближчими сусідами, який 

також визначає ймовірність переходу-«стрибка» між сусідніми ато-

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%97%D0%BE%D0%BD%D0%BD%D0%B0_%D1%82%D0%B5%D0%BE%D1%80%D1%96%D1%8F


568 І. М. КАРНАУХОВ, К. Г. ЛЕВЧУК 

мами (атомами з різних підґра\тниць у випадку графену); 
†
, ,( )j jc cσ σ  

— оператори Фермі народження (знищення) електронів, визначені 
на вузлі j ґратниці, зі спином σ = ↑, ↓; U — значення локальної Габ-
бардової взаємодії, що визначається оператором густини 

,
†

, ,j j jn c cσ σ σ=  — числовим оператором, який підраховує кількість 

електронів зі спіном σ на вузлі j ґратниці; µ — хемічний потенціял. 
 Для гексаґональної ґратниці у випадку напівзаповнення хеміч-
ний потенціял µ дорівнює нулю, а у випадку трикутної ґратниці він 

відрізняється від нуля у безщілинному стані. 
 Сума ,i j〈 〉  пробігає всі пари найближчих сусідів на стільниковій 

ґратниці. Гамільтоніян (1) є сумою трьох складових, які можна ін-
терпретувати так: перша 

 kin , ,
,,

†
ij i j

i j

t c cσ σ
〈 〉σ=↑ ↓

= − ∑ ∑H   

визначає кінетичну енергію перестрибування електронів між най-
ближчими сусідами. Оператор 

†
, ,i jc cσ σ  знищує електрон на вузлі j на 

першому етапі та створює електрон на вузлі i на другому етапі. Та-
ким чином, у сукупності оператор описує рух електрона зі спіном σ 

від вузла j до вузла i, а ijt  — кількість енергії, необхідної для здійс-
нення стрибка; друга 

 rep j jj
U n n↑ ↓= ∑H   

враховує внутрішньовузельне відштовхування U електронів на од-
ному вузлі j. Вона відповідає потенціяльній енергії Габбардової вза-
ємодії електронів. Оскільки не може бути більше одного електрона 

з визначеним спіном на кожному вузлі ґратниці, числові оператори 

nj,σ можуть приймати значення 0 або 1. Таким чином, добуток nj,↑nj,↓ 
приймає значення 1 лише, якщо у вузлі j знаходяться два електро-
ни (один зі спіном ↑ і один зі спіном ↓), тому цей член описує притя-
гання (U < 0) або відштовхування (U > 0) двох електронів; третя 

 ,,
,jj

nµ σσ=↑ ↓
= −µ∑ ∑H   

— це додатковий оператор, пов’язаний з енергією хемічного потен-
ціялу µ. Добуток µ і суми 

 ,,
( )j j jj j

n n nσ ↑ ↓σ=↑ ↓
= +∑ ∑ ∑ ,  

що підраховує загальну кількість електронів в системі, є енергією, яка 

необхідна для введення електронів у систему. Таким чином, третя 

складова описує повну енергію, необхідну для зведення усіх електро-
нів, що існують, у стан системи. Вона зростає зі збільшенням кількости 

електронів, водночас за рахунок мінімізації енергії намагається зберег-
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ти невелику загальну кількість електронів. Для канонічних систем, які 
ми вивчаємо у даній роботі, цей член приводить до зсуву енергії. 
 Саме врахування другої складової дозволяє описати більш реалі-
стичний модель, який добре пояснює перехід Мотта (з провідного 

стану в діелектричний, що супроводжується утворенням (або збі-
льшенням) щілини). 
 Для подальших досліджень розглянемо випадок, коли інтеґрал 

перескоку між усіма найближчими сусідами tij = 1, тоді йому відпо-
відає ширина зони W = 2zt, де z — кількість найближчих сусідів. 
 Оскільки звести гамільтоніян до діягонального виду можливо 

тільки для невеликої кількости вузлів N, необхідно скористатись 

чисельними методами. Зокрема, в нашій роботі застосовано детер-
мінантну квантову методу Монте-Карло. Отже, слід матриці стати-
стичної суми необхідно записати як визначник. Для цього гаміль-
тоніян повинен складатись з білінійних членів виду 

†
, ,i jc cσ σ , що не 

виконується для Габбардового члена nj,↑nj,↓. Тоді задача полягає у 

тому, щоб записати член четвертого степеню 
† †
i j i j

c c c c↑ ↓ ↓ ↑  білінійним 

способом. Один зі способів звести гамільтоніян (1) до такого вигля-
ду — використати перетворення Габбарда–Стратоновича 

 
2

2 1
exp exp ,

2 22

a y
x ixy dy

aa

∞

−∞

  − = − −   
   π ∫  (2) 

яке лінеаризує квадратичний член x2
 в експоненті за рахунок нової 

степені y, лінійно пов’язаної з x. 
 Скориставшись перетворенням Габбарда–Стратоновича (2), пере-
визначимо другу складову гамільтоніяна (1) — енергію взаємодії між 

найближчими сусідами. Введемо позначення 
† †
j j j

c c↑ ↓χ = , 
†

j j j
c c↓ ↑χ =  та 

зведемо зазначену складову гамільтоніяна (1) до квадратичної форми 

 † †
rep

† † † .j jj j j j j j j j j j
j j j j

U n n U c c c c U c c c c U↑ ↓ ↑ ↑ ↓ ↓ ↑ ↓ ↓ ↑= = = − = − χ χ∑ ∑ ∑ ∑H  (3) 

 Тоді відповідну електронну статистичну суму системи для зазда-
легідь визначеного гамільтоніяна можна записати так 

 kin
†exp( ) exp ( ) ,j jj

Z Uµ = −β = −β + − χ χ ∑H H H  (4) 

де β = 1/(kБT), kБ — стала Больцманна, T — температура системи в її 
рівновазі. 
 Виконаємо перетворення Габбарда–Стратоновича (2) на квадра-
тичному члені 

†
j jχ χ , застосувавши комплексну заміну a ← U/2, 

x ← 2χji, y ← λj в (3) 

 †
*

† *1
exp( ) exp j j

j j j j j j jU d
UU

∞

−∞

 λ λ
χ χ = − + λ χ + λ χ λ 

 π ∫  (5) 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9F%D1%80%D0%BE%D0%B2%D0%BE%D0%B4%D0%BD%D0%B8%D0%BA_(%D1%8D%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D1%82%D0%B2%D0%BE)
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%94%D0%B8%D1%8D%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%B8%D0%BA
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A1%D1%82%D0%B0%D0%BB%D0%B0_%D0%91%D0%BE%D0%BB%D1%8C%D1%86%D0%BC%D0%B0%D0%BD%D0%B0
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B5%D0%BC%D0%BF%D0%B5%D1%80%D0%B0%D1%82%D1%83%D1%80%D0%B0
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і одержимо наступний вираз для статистичної суми заздалегідь ви-
значеного гамільтоніяна (1) 

 
*

*
k

†
in

1
exp ,j j

j j j j j
j

Z d
UU

∞

µ
−∞

  λ λ = −β + + − λ χ − λ χ λ   
 π    

∑ ∫H H  (6) 

 Отже, ефективний гамільтоніян має вигляд 

 †
*

*
0 ,j j

eff j j j j j
j

d
U

∞

−∞

λ λ = + − λ χ − λ χ λ 
 ∑ ∫H H  (7) 

 Ефективне поле λj ми запропонували задати у вигляді λj = λeiq⋅j, де 

λ — амплітуда, а q — фаза. Фазу визначаємо з умови мінімуму віль-
ної енергії, а величина амплітуди визначає момент відкриття щіли-
ни, фазового переходу Габбарда–Мотта та величину щілини. 
 У квантовій теорії середнього поля підсумовування частот Мацу-
бари є сумою за дискретними уявними частотами. Вона має наступ-
ний вигляд 

 
1

( ).n
n

s g i= − ω
β ∑  (8) 

 Метода оцінки підсумовування частот Мацубари полягає у вико-
ристанні вагової функції Мацубари n(iω) = (eiβω

 + 1) − 1 — функції 
розподілу Фермі–Дірака, яка має прості полюси, розташовані точ-
но в iω. За допомогою вагової функції підсумовування формулу (8) 
можна замінити контурним інтегралом, що оточує уявну вісь 

 
1

( ) ( ) .
2

s g i n i d= − ω ω ω
πβ ∫  (9) 

 Знаходимо прості полюси на частотах ферміонів iωn із функції 
зважування Мацубари n(iωn) 

 e 1 (2 1) .ni
n nβω = − ⇒ ω = + π β  (10) 

 З урахуванням (1) і (3) дія має наступний вигляд 

 
2

2 2

1,2

ln ( , ) ,Б n
n

S k
Uγ

γ=

λ = − ω + ε + ∑∑ ∑
k

k q  (11) 

де ωn = T(2n + 1)π — частоти Мацубари, квазичастинкові збудження 

±εγ(k,q) (γ = 1, 2) визначають ферміонні стани у λ-полі з ефективним 

гамільтоніяном (7), права частина (11) враховує подвоєння комір-
ки, а ліва частина — ступінь свободи обертання. У наближенні сід-
лової точки λ є розв’язком наступного рівняння 0S∂ ∂λ = . У разі 
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напівзаповнення рівняння, що відповідає мінімальній дії S, зво-
диться до такого за T = 0 К 

 
1,2

( , )2 1
.

2
d

U
γ

γ=

∂ελ
= −

∂ λ∑ ∫
k q

k  (12) 

 Рівняння (12) дозволяє визначити ефективну сталу λ для задано-
го значення Габбардової взаємодії U. 

3.2. Модель електронної рідини на гексаґональній ґратниці 

Графен має двовимірну кристалічну структуру, вибудувану з атомів 

вуглецю, які розміщені у вузлах ґратниці за зразком «бджолиних 

стільників» (рис. 1, а). Структура графену утворена двома еквівале-
нтними трикутниками підґратниці — в одній атоми «сорту» А, а в 

іншій — атоми «сорту» В, які взаємно проникають одна в одну. Ато-
ми однієї підґратниці (червоні кульки) позначено літерою А, а атоми 

іншої підґратниці (зелені кульки) позначено літерою В (рис. 1, б). 
Вектори трьох найближчих сусідів до цих атомів, що з’єднують да-
ний атом вуглецю з однієї підґратниці з трьома найближчими сусі-
дами, що належать іншій підґратниці, визначимо наступним чином 

 1 2 3

1 2 3

(0,0); ( 3 2, 1 2); ( 3 2, 1 2);

( 3 2,1 2); (0,0); ( 3 2,1 2).

− − −

−

a a a

b b b
 (13) 

 На рисунку 1, в показано вектори оберненої ґратниці 

 

Рис. 1. Кристалічна структура графену як сукупність трикутних підґрат-
ниць А і B (а) та Бріллюенова зона (б), що є правильним шестикутником. 

Fig. 1. Crystal structure of graphene as a set of triangular sublattices A and B 

(а) and the Brillouin zone (б), which is a regular hexagon. 
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 1 22 (1 3, 3 3); 2 (1 3, 3 3),= π = π −с с  (14) 

на яких побудовано примітивну комірку оберненої ґратниці, 

Бріллюенову зону (фіолетовий правильний шестикутник та точки 

симетрії: Г — центр зони; K і K′ — «Діракові» точки в кутах 

Бріллюенової зони; М розташована в центрі сторони шестикутни-
ка. Точки Дірака утворюють шестикутну ґратницю, аналогічну 

ґратниці графену. 
 Оскільки ефективне поле λj задане у вигляді λj = λexp(iq⋅j), тому 

розв’язок для λ-поля не змінює кіральну симетрію моделю, якщо 

q(0, 0), q(2 3π , 0) або q(0, 2π). Чисельні розрахунки гамільтоніяна 

(1), визначеного на гексаґональній і трикутній ґратницях, показа-
ли, що тривіальний розв’язок q(0, 0) описує невзаємодійну елект-
ронну рідину зі зміщеними гілками квазичастинкових збуджень. 
Тому далі розглянемо стан електронної рідини, коли q(0, π), що ви-
значає новий фазовий стан з перенормованим спектром. 
 Врахувавши рішення, коли q(2 3π , 0) або q(0, 2π), розглянемо 

розв’язок гамільтоніяна (7), який визначений на гексаґональній 

ґратниці як низькоенергетичний ефективний гамільтоніян effH . 
Гамільтоніян графену має вигляд 

 0 *
† 0 ( )
H ,

( ) 0

w

w

− 
= Ψ Ψ =  − 

∑ k k k k
k

k

k
H H , (15) 

а ефективний гамільтоніян, що визначається λ-полем, напишемо так 

 

, , ,

* *

, *

*

† ,

0 ( ) 0

( ) 0 0
,

0 0 ( )

0 ( ) 0

eff

w

w

w

w

= Ψ Ψ

− λ 
 − λ =
 λ − +
 

λ − + 

∑ k q k q k q
k

k q

k

k

k q

k q

H H

H
 (16) 
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, ,( , )A Bc cσ σΨ =k k k  і , ,
† † † †

, ) ), ( , (( , , )A B A Bc c c cσ σ −σ −σ+ +Ψ =k q k k k q k q  — хвильові 
функції, k — хвильовий вектор, 
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( ) 2

( ) 2*

( ) 1 2e cos ( ) 3 2 ;

( ) 1 2e cos ( ) 3 2 ,

y y

y y

i k q
x x

i k q
x x

w k q

w k q

− +

+

 + = + + 
 + = + + 

k q

k q
  

 і ( 2 3 , ) ( , 2 ).x y x yw k k w k k+ π = + π  
 У випадку напівзаповнення хемічний потенціял дорівнює нулю 

для довільних λ і q, а спектер збудженої квазичастинки ±ε1,2(k, q) 

симетричний відносно нульової енергії. Електронний спектер без-
спінового графену згідно (15) 

 
1,2

1

2

( , ) [3 2cos(( ) 3)

4 cos(( ) 3 2) cos(( ) 2)] .

x x

x x y y

k q

k q k q

ε = ± + + +

+ + +

k q
 (17) 

 Енергія збудженого спектру з урахуванням ефективного поля λj 

 
2

1,4

1
( ( )) ( ) ,

2
x y

F x y
k k

E U f dk dk
Uγ γ

γ=

λ
λ = ε ε +∑∫∫  (18) 

де fF(εγ) = (eβεγ+1)−1
 — функція розподілу частинок (функція Фермі). 

 Як відомо, електронний спектер графену (17) без урахування вза-
ємодії між ферміонами має дві гілки та утворює просторовий шес-
тикутник, обмежений першою Бріллюеновою зоною (рис. 2). Він 

розміщений відносно вертикальної осі на рівні енергії Фермі. Вод-
ночас ці поверхні є структурою валентної зони (всередині Бріллюе-
нової зони— помаранчева на рис. 2) і зони провідности (за межами 

Бріллюенової зони — блакитна на рис. 2), котрі знаходяться у кон-
такті в шести точках Дірака (в кутах першої Бріллюенової зони). 
Валентна зона повністю заповнена ферміонами, а зона провідности 

порожня. Рівень Фермі знаходиться у точках дотику цих зон. 
 Введення ефективного λ-поля дозволило вилучити виродження 

 

Рис. 2. Спектер ферміонів, розрахований на гексаґональній ґратниці без 

урахування ефективного поля (безщілинний стан). 

Fig. 2. The spectrum of fermions calculated on a hexagonal lattice without 

taking into account the effective field (gapless state). 
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електронного спектра за спіном (16) і одержати енергетичний спектер 

 
(

( ) )
2 2 22

1,2

22 2 2 2

1
( , ) ( ) ( ) 2

2

( ) ( ) 4 ( ) ( )

w w

w w w w

ε = + + + λ ±

± − + + λ + +

k q k k q

k k q k k q

 (19) 

 Лише для кожної окремої пари значень q-вектора в енергетичному 

спектрі (19) зберігається його кіральність. За половинного заповнен-
ня спектер квазичастинкових збуджень 

2
1,2 ( , )ε k q  симетричний відно-

сно нульової енергії для довільного λ, він має чотири різних гілки, 
що виникли в результаті подвоєння комірки у фазі ізолятора. Пове-
дінка низької енергії гілки спектра визначають фазовий стан елект-
ронної рідини. Таким чином, за 0 < λ < 1 спектер безщілинний, за λs = 

1 відкривається щілина, величина щілини ∆ = 2 (λ – 1). 
 Під дією λ-поля комірка ґратниці подвоюється і формується чоти-
ри різних гілки квазичастинкових збуджень. У безщілинній фазі зі 
зростанням λ від 0 до 1 низькоенергетичний спектер перебудовуєть-
ся. Відстані між трьома точками Дірака–Бріллюена на одній прямій 

по осі ординат (ky) для кожної з пар поступово зближуються по осі 
абсцис (kx) і, коли λs = 1, ці точки Дірака вишиковуються в лінію. Та-
ким чином, контакт між низькоенергетичними зонами в момент від-
криття щілини відбувається по двох паралельних лініях (рис. 3). 
 Величина щілини ∆ визначається величиною взаємодії U. З пода-
льшим зростанням амплітуди ефективного поля λ відбувається пе-
рехід Мотта–Габбарда, електронна рідина переходить у стан діеле-
ктрика, а щілина збільшується (рис. 4). 

 

Рис. 3. Повний (а) та низькоенергетичний (б) спектри ферміонів, розраховані 
на гексаґональній ґратниці з урахування ефективного поля (λs = 1). Стан, 
коли щілина відкривається. 

Fig. 3. Full (а) and low-energy (б) spectra of fermions calculated on a hexago-
nal lattice taking into account the effective field (λs = 1). The condition when a 

gap opens. 
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3.3. Модель електронної рідини на трикутній ґратниці 

У цьому підрозділі розглянемо поведінку електронної рідини, яка 

описується гамільтоніяном (1), заданим на трикутній ґратниці. 
 Розглянемо систему взаємодійних електронів у трикутній ґрат-
ниці (рис. 5). Така ґратниця має ефект фрустрації — явище, за яко-
го геометричні властивості кристалічної ґратниці такі, що через 

наявність протидійних міжатомових сил неможлива одночасна мі-
німізація енергії взаємодії (рис. 5, б). Це може привести до сильно 

виродженого базового стану, за якого система буде володіти нену-
льовою ентропією навіть за нульової температури. Тобто, система 

не може бути повністю «заморожена», оскільки вона не має єдиного 

базового стану, тому рух на молекулярному рівні продовжується 

навіть за відсутности надходження енергії. 
 Вектори шести найближчих сусідів (рис. 5, а) до даного атома ви-
значимо наступним чином 

 

Рис. 4. Повний (а) та низькоенергетичний (б) спектри ферміонів, розраховані 
на гексаґональній ґратниці з урахування ефективного поля (λ = 1,5). Вели-
чина щілини ∆ = 1. 

Fig. 4. Full (а) and low-energy (б) spectra of fermions calculated on a hexago-
nal lattice taking into account the effective field (λ = 1.5). The size of the gap 

is ∆ = 1. 

 

Рис. 5. Кристалічна структура (а) та ефект фрустрації (б) трикутної ґратниці. 

Fig. 5. Crystal structure (а) and frustration effect (б) of a triangular lattice. 

https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%9A%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%B0%D0%BB%D0%BB%D0%B8%D1%87%D0%B5%D1%81%D0%BA%D0%B0%D1%8F_%D1%80%D0%B5%D1%88%D1%91%D1%82%D0%BA%D0%B0
https://ru.wikipedia.org/wiki/%D0%92%D1%8B%D1%80%D0%BE%D0%B6%D0%B4%D0%B5%D0%BD%D0%B8%D0%B5_(%D0%BA%D0%B2%D0%B0%D0%BD%D1%82%D0%BE%D0%B2%D0%B0%D1%8F_%D0%BC%D0%B5%D1%85%D0%B0%D0%BD%D0%B8%D0%BA%D0%B0)
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 1 2 3

4 5 6

(1,0); (1 2, 3 2); ( 1 2, 3 2);

( 1,0); ( 1 2, 3 2); (1 2, 3 2).

−

− − − −

a a a

a a a
 (20) 

 Врахувавши рішення, коли q(2π, 0) або q(0, 2 3π ), розглянемо 

розв’язок гамільтоніяна (7), який визначений на трикутній ґрат-
ниці як ефективний гамільтоніян effH . 
 Акцентуємо увагу на фазовому стані електронної рідини за поло-
винного заповнення. Значення q(2π, 0) і q(0, 2 3π ) не порушують 

кіральну симетрію фазових станів, що розглядаються. 
 У наближенні сильного зв’язку з урахуванням перескоку тільки 

між найближчими сусідами спектер одночастинних збуджень має 

вигляд 
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 (21) 

де k — хвильовий вектор і ( 2 , ) ( , 2 3).x y x yw k k w k k+ π = + π  
 Ефективний гамільтоніян трикутної ґратниці, що визначається 

λ-полем, записується у вигляді 
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− λ 
= Ψ Ψ =  λ − + 

∑ k,q k q k q k q
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k q
H H H  (22) 

де 
†

(
†

, )( )c c +σ −σΨ =k q k k q  — хвильові функції, k — хвильовий вектор, 
( ) 2cos( ) 4 cos (( ) 2) cos(( ) 3 2).x x x x y yw k q k q k q+ = + + + +k q  

 Скориставшись тим самим формалізмом, що і для гексаґональної 
ґратниці, розрахуємо фазовий перехід Мотта–Габбарда в моделю з 

гамільтоніяном (1). Спектер збудженої квазичастинки ±ε1,2(k, q) 

асиметричний відносно хемічного потенціялу. Електронний спек-
тер трикутної ґратниці згідно (22) 
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 Хвильовий вектор q має нетривіальні розв’язки: q(2π, 0) і q(0, 

2 3π ), які відповідають подвоєнню комірки. Енергія збудженого 

спектра без урахування ефективного поля λj 
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де fF(εγ) = [exp(β(εγ − µ)) + 1]−1
 — функція розподілу частинок (функ-

ція Фермі). 
 Досліджено фазовий перехід у напівзаповненій електронній рі-
дині на трикутній ґратниці під дією локального Габбардового відш-
товхування U. Потенціял взаємодії між найближчими сусідами 

приводить до якісної зміни електронного спектра. Якщо λ = 0 енер-
гетична зона має одну гілку (рис. 6), яка з урахуванням локального 

Габбардового відштовхування перебудовується у дві гілки, тобто 

енергетичний спектер подвоюється (рис. 7). В ізоляторному стані ці 
дві гілки спектра розділяє щілина (рис. 8). Спектер залишається 

асиметричним відносно нульової енергії як у безщілинному стані 
(рис. 7), так і в щілинному стані (рис. 8). 

 

Рис. 6. Спектер електронів, розрахований на трикутній ґратниці без ураху-
вання ефективного поля (безщілинний стан). 

Fig. 6. The spectrum of electrons calculated on a triangular lattice without 

taking into account the effective field (gapless state). 

 

Рис. 7. Спектер електронів, розрахований на трикутній ґратниці з урахуван-
ня ефективного поля (λC = 2). Стан, коли щілина відкривається. 

Fig. 7. Spectrum of electrons calculated on a triangular lattice taking into ac-
count the effective field (λC = 2). The condition when a gap opens. 
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4. ДОСЛІДЖЕННЯ ПЕРЕХОДУ МОТТА–ГАББАРДА НА 
ДВОВИМІРНИХ КРИСТАЛІЧНИХ ҐРАТНИЦЯХ 

4.1. Поведінка електронної рідини на гексаґональній ґратниці 

Проведені чисельні розрахунки і дослідження показали, що пове-
дінка електронної рідини гексаґональної ґратниці (рис. 9) нетриві-
альна поблизу точки фазового переходу в ізоляторному стані. Рів-
няння (12) пов’язує значення λ і U, так U має по два розв’язки, коли 

3,904 < U < 5,767 (λ ≤ 2,484), і один розв’язок, коли U > 5,767 (λ > 

> 2,484). Як зазначалось вище, щілина відкривається, коли λs = 1, 
цій точці відповідає Габбардове відштовхування Us = 4,108. 
 Отже, щілина ∆ з’являється внаслідок подвоєння комірки гекса-
ґональної ґратниці (в елементарній комірці графену у діелектрич-
ній фазі перебувають 4 атоми) у випадку зміни фази ефективного 

поля на одному з двох напрямків q(0, 2π) або q(2 3π , 0). Коли λ 

змінюється від 1,110 до 0, перший розв’язок для U змінюється в ін-
тервалі 4,108 < U < 5,767, чому відповідає безщілинний стан (зелена 

крива на рис. 9–11). Для λ > 1 другий розв’язок описує стан ізоля-
тора (див. рис. 9). 
 За T = 0 К стабільний фазовий стан визначається мінімальною 

енергією електронної рідини, її фазовий стан визначається енергі-
єю основного стану для різних значень U. Розрахунки густини ене-
ргії основного стану показано на рис. 11: крива високої енергії опи-
сує напівметалічний стан (зелена крива на рис. 9–11), нестабільний 

стан (синя крива на рис. 9–11), а крива низької енергії визначає 

стабільний стан ізолятора (червона крива на рис. 9–11). 
 Ми одержали, що стан ізолятора на інтервалі 1 < λ < 1,11 нестабі-
льний (синя крива на рис. 9). Згідно розрахункам стабільний стан 

ізолятора починається з найнижчої точки Габбардового відштовху-
вання, коли UC = 3,904 (див. рис. 9). У цій точці величина щілини 

 

Рис. 8. Спектер електронів, розрахований на трикутній ґратниці з урахуван-
ням ефективного поля (λ = 2,5). Величина щілини ∆ = 1. 
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дорівнює ∆C = 0,22 (рис. 10) — це мінімальне значення щілини, в 

границі U-нескінченність ∆ → U. Зазвичай, перехід Мотта, розрахо-
ваний на ґратницях з простою симетрією, — це фазовий перехід дру-
гого роду [2], [13], [14], але у гексаґональній ґратниці фазовий пере-
хід у стані діелектрика — перехід першого роду, коли UC = 3,904. 
 Ми показали, що нетривіальне рішення для хвильового вектора q 

відповідає мінімуму енергії моделя (12). За напівзаповнення елект-
ронна рідина на гексаґональній ґратниці зі слабким Габбардовим 

відштовхуванням знаходиться у стійкому напівметалічному стані. 
На границі сильної взаємодії присутній фазовий стан діелектрика 

Мотта. 
 З числових розрахунків кластерної теорії збуджень моделі Габ-
барда, яка визначена на гексаґональній ґратниці, випливає, що то-
чка фазового переходу відповідає критичному значенню локальної 
Габбардової взаємодії UC: UC = 3,78 [1], UC = 3,869 [3], UC = 4,5±0,5 

[4], у діапазоні 4–5 [5], найшвидше, значення UC близьке до 4. Ди-
вовижно, але одержана нами величина Габбардової взаємодії (UC = 

= 3,904) збіглася з чисельними результатами інших авторів. А оскі-
льки запропонована нами метода є частково аналітичною, то дозво-
ляє також проаналізувати (зрозуміти) фізику переходу Мотта–
Габбарда. 
 До того ж, природу фазового переходу між цими двома станами 

до цих пір не встановлено; питання про порядок фазового переходу 

залишається відкритим. Згідно [2] перехід між фазовими станами 

напівметал і діелектрик здійснюється через щілинну спінову рі-
динну фазу в режимі проміжної взаємодії 3,5 < U < 4,3. У даному 

випадку цей перехід є фазовим переходом першого роду. Числові 
розрахунки інших авторів (див. наприклад [1, 3–6]) показують, що 

 

Рис. 9. Габбардова взаємодія U як функція λ , розрахована на гексаґональ-
ній ґратниці. 

Fig. 9. Hubbard interaction U as a function λ calculated on a hexagonal lattice. 
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має місце фазовий перехід другого роду. 

4.2. Поведінка електронної рідини на трикутній ґратниці 

На відміну від гексаґональної ґратниці, у якій хемічний потенціял 

дорівнює нулю, у трикутній — хемічний потенціял монотонно спа-
дає від максимального значення µ0 = 0,842, коли λ = 0, до нуля, коли 

λC = 2. Якщо λC = 2 щілина у спектрі відкривається і хемічний поте-
нціял заморожується на нулі для довільного λ ≥ 2 (рис. 12). 
 Як і в гексаґональній ґратниці, поведінка електронної рідині не-
тривіальна поблизу точки фазового переходу (λC = 2, UC = 5,125, EC = 

= −1,951). Згідно рівності (12) локальне Габбардове відштовхування 

 

Рис. 10. Залежність величини щілини ∆ від Габбардової взаємодії U, розра-
хованої на гексаґональній ґратниці. 

Fig. 10. The dependence of a gap size ∆ on the Hubbard interaction U calculat-
ed on a hexagonal lattice. 

 

Рис. 11. Залежність густини енергії основного стану E від величини Габба-
рдової взаємодії U, розрахованої на гексаґональній ґратниці. 

Fig. 11. The dependence of the energy density of the ground state E on the 

magnitude of the Hubbard interaction U calculated on a hexagonal lattice. 
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U має два розв’язки (рис. 13), якщо 5,125 < U ≤ 5,507 (λ ≤ 2,211) та 

один розв’язок, якщо U > 5,507 (λ > 2,211). 
 Але, якщо λ досягає значення λC = 2, щілина відкривається (рис. 14), 

в цей момент енергія дорівнює EC = −1,951 (рис. 15). Коли λ зміню-
ється від 2 до 0, перше рішення для U змінюється в інтервалі 
5,125 < U < 5,507, що відповідає безщілинному стану (зелена крива 

на рис. 13–15). 
 Для всіх λ ≥ 2 щілина ∆ відкривається і дорівнює ∆ = 2(λ − 2), у ре-
зультаті чого відбувається перехід Мотта у фазовий стан діелектри-
ка (рис. 14). Коли λ ≥ 2 друге рішення описує стан з розривом непе-
рервності (червона крива на рис. 13–15). 
 Стійкий фазовий стан визначає мінімальна енергія електронної 

рідини. Розрахунки густини енергії основного стану показано на 

 

Рис. 12. Хемічний потенціял µ як функція λ, розрахованої на трикутній 

ґратниці. 

Fig. 12. Chemical potential µ as a function λ calculated on a triangular lattice. 

 

Рис. 13. Габбардова взаємодія U як функція λ, розрахована на трикутній 

ґратниці. 

Fig. 13. Hubbard interaction U as a function of λ calculated on a triangular 

lattice. 
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рис. 15: крива високої енергії від E0 = −1,977 до Ep = −2,011 описує 

нестабільний стан, крива з нижчою енергією визначає стабільний 

стан діелектрика. Згідно розрахункам стабільний стан ізолятора 

починається з точки відгалуження, коли UС = 5,125 (див. рис. 13). У 

цій точці величина щілини дорівнює нулю (див. червону криву на 

рис. 14). Чисельні розрахунки фазового переходу Мотта–Габбарда з 

парамагнетного стану металу в стан діелектрика з подвоєною комі-
ркою показує, що це фазовий перехід другого роду. Критичне зна-

 

Рис. 14. Залежність величини щілини ∆ від Габбардової взаємодії U, розра-
хованої на трикутній ґратниці. 

Fig. 14. The dependence of a gap size ∆ on the Hubbard interaction U calculat-
ed on a triangular lattice. 

 

Рис. 15. Залежність густини енергії основного стану E від величини Габба-
рдової взаємодії U, розрахованої на трикутній ґратниці. 

Fig. 15. The dependence of the energy density of the ground state E on the 

magnitude of the Hubbard interaction U calculated on a triangular lattice. 
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чення взаємодії між найближчими сусідами дорівнює UС = 5,125 

(див. рис. 15). 
 Таким чином, фазовий перехід Мотта відбувається за одним сце-
нарієм незалежно від симетрії ґратниці; а саме перехід із стану па-
рамагнетного металу (або напівметалу в гексаґональній ґратниці) у 

стан ізолятора, в якому елементарна комірка подвоюється. Фазова 

діяграма основного стану Габбардового моделю, яка задана на три-
кутній ґратниці, не враховує фазовий перехід в антиферомагнетний 

стан у розрахунках, поданих в [16, 17]. Чисельні розрахунки дають 

наступні значення критичних значень локального Габбардового 

відштовхування: UС = 7,5 [16], UС = 7,4 [17] у випадку фазового пере-
ходу з парамагнетного стану металу в стан немагнетного ізолятора. 
 Наші розрахунки показали, що фазовий перехід з парамагнетної 
металевої фази в діелектричну фазу відбувається з подвоєнням ко-
мірки, як і у випадку інших симетрій ґратниці та розмірності сис-
теми [2, 3, 5, 13, 14]. 

5. ВИСНОВКИ 

 У представленій роботі проведено дослідження однозонного дво-
вимірного моделю Габбарда в рамках теорії наближення середнього 

поля аналітичною методою із застосуванням чисельних розрахун-
ків. Поряд з цим, існує ціла низка досліджень такого ж моделю чи-
словою методою кластерної теорії збуджень, що також обмежуєть-
ся розглядом взаємодії найближчих сусідів. За такою методою дво-
вимірну ґратницю розбивають на кластери, що утворюють надґрат-
ницю. Методою точної діягоналізації визначають повний набір вла-
сних векторів та власних значень окремих кластерів. 
 Запропонований підхід, що поєднує аналітичну методу та чисе-
льні розрахунки, універсальний, оскільки його можна реалізовува-
ти незалежно від розмірности системи, типу і симетрії ґратниці.
 Залежно від величини Габбардового відштовхування розрахова-
но величину щілини у спектрі та енергію основного стану. 
1. У випадку кінцевого значення взаємодії на вузлі U > UС і напівза-
повнення електрони з різними імпульсами, зсунутими на π, утво-
рюють щільовий спектер квазичастинкових збуджень. 
2. Стабільний стан діелектрика характеризується подвоєнням ко-
мірки ґратниці, яке є універсальною характеристикою (для різних 

розмірностей систем, типів і симетрії ґратниці) стану діелектрика. 
3. Розрахункові значення UС (UС = 3,904 для гексаґональної і UС = 

= 5,125 для трикутної ґратниці) добре узгоджуються з числовими 

розрахунки моделю Габбарда на гексаґональній ґратниці. 
4. Дослідження показали, що в гексаґональній ґратниці існує фазо-
вий перехід Мотта–Габбарда першого роду з напівметалічного фа-
зового стану в стан ізолятора, а у трикутній ґратниці — фазовий пе-



584 І. М. КАРНАУХОВ, К. Г. ЛЕВЧУК 

рехід другого роду. Водночас виникають запитання про фазову 

діяграму основного стану моделю Габбарда на трикутній ґратниці, 

оскільки фазовий стан ізолятора з подвоєнням комірки чисельно 

досі не досліджено. 
 Запропоновано підхід, що уможливлює описати фазу Мотта–
Габбарда, тобто перехід для моделів електронів із взаємодією між 

найближчими сусідами для довільних розмірностей системи, типу 

та симетрії ґратниці. 
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