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Утворення впорядкованих структур з вакансій у двовимірній 

прямокутній пластині 

О. Е. Засимчук, В. І. Засимчук, О. С. Гаценко  

Інститут металофізики ім. Г. В. Курдюмова НАН України, 
бульв. Академіка Вернадського, 36, 
03142 Київ, Україна 

Вивчено умови виникнення впорядкованого розподілу концентрації ва-
кансій у двовимірній прямокутній пластині. Проаналізовано відповідне 

рівняння для стаціонарного випадку. Функція S(x, y) описує взаємодію 

між вакансіями; у роботі знайдено явний вираз для S(x, y). Показано, що 

за сталої по поверхні пластини температури самоорганізація (виникнення 

впорядкованого розподілу) може відбуватися лише у дуже малій пласти-
ні. За наявности функціональної залежности температури від координат 

пластини можливе утворення складної залежности густини вакансій від 

координат макроскопічної пластини. 

Ключові слова: самоорганізація, вакансії, впорядковані розв’язки, ме-
жові умови, власні значення, власні функції. 

The conditions of vacancies’-concentration ordered-distribution formation 

inside the two-dimensional rectangular plate are considered. Corresponding 

equation for the stationary case is analysed. The interaction between vacan-
cies is described by the function S(x, y); in the work, evident expression for 

S(x, y) is found. As shown, for the constant temperature on a surface plate, 

self-organization (ordered-distribution formation) can take place only inside 

the very little plate. It is possible the onset of complicated dependence of va-
cancies’ density on the co-ordinates within the big plate, if there is a func-
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tional dependence of temperature on the plate co-ordinates. 

Key words: self-organization, vacancies, ordered solutions, boundary condi-
tions, eigenvalues, eigenfunctions. 

(Отримано 8 травня 2022 р.; остаточний варіянт — 19 липня 2022 р.) 
  

1. ВСТУП 

Питаннями самоорганізації займалися у багатьох роботах, напри-
клад [1–3], але не завжди вдається відтворити цей процес у експе-
рименті. У нашій попередній роботі було висловлено припущення, 
що самоорганізація іде лише за деяких дискретних значень пара-
метрів. Були одержані рівняння, впорядковані розв’язки яких іс-
нують лише за таких значень параметрів. Подібні задачі відомі у 

математичній фізиці як задачі на власні значення [4]. Їх можна роз-
глядати для будь-якого лінійного оператора M, наприклад: а) мат-
риці, б) диференційного оператора, в) інтеґрального оператора і т.д. 
Ми будемо розглядати випадок (б). Основне рівняння має вигляд 

 = β ,Mv v  (A) 

де v — невідома функція параметрів системи, яку ми розглядаємо, 
β — число, яке необхідно визначити. Значення β, для яких існують 

нетривіяльні розв’язки v рівняння (A) звуться власними числами 

(в.ч.) рівняння (A), а самі нетривіяльні розв’язки v — власними фу-
нкціями (в.ф.). Звісно, для розв’язання нашої задачі (на власні зна-
чення у випадку б), треба вказати області варіяції змінних і межові 
умови, а сама задача має бути однорідною. 
 Відмітимо наступні властивості задач на власні значення. 
 1. Власні функції визначені тільки з точністю до довільного пос-
тійного множника. 
 2. Якщо β дорівнює власному значенню, то відповідна неоднорід-
на задача не має розв’язку. 

 3. =∫ * ( ) ( ) 0i j
w

v v dr r r  за невиконання умови i = j (w — область варі-

яції змінних). 
 Довільну функцію v можна записати як лінійну комбінацію вла-
сних функцій. 
 У нашій роботі задачі на власні значення розглядаються далі: 
а) (46) з межовими умовами (49) ≤ ≤(0 1);r  б) у п. 2.1 задача (58) в 

області варіяції (84) з межовими умовами (85). 
 Коли на зразок діє сильне механічне навантаження, параметри 

системи весь час змінюються, поки не стають власними числами 

рівнянь, що цю систему описують. Тоді, наприклад, концентрації 
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вакансій починають розподілятися впорядковано в залежності від 

координат зразку. Якщо за час, поки таке становище продовжуєть-
ся, встигають утворитися гідродинамічні канали, можна вважати, 
що відбулася самоорганізація. 
 В наших попередніх роботах, присвячених питанням самооргані-
зації вакансій за пластичної деформації матеріялів, було показано, 

що процес самоорганізації може відбуватися лише за деяких фіксо-
ваних значень параметрів системи. Але в цих дослідженнях не бра-
вся до уваги той факт, що пластична деформація завжди супрово-
джується зміною температури в локальних ділянках досліджувано-
го зразка, що створює ґрадієнт температур в усьому об’ємі. Враху-
вання цього процесу в розрахунках відрізняє дану статтю від попе-
редніх досліджень. 

2. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКІВ 

Розглянемо двовимірну прямокутню пластину довжиною 2L і ши-
риною 2Ly. Аналогічно [5], запишемо рівняння для розподілу гус-
тини вакансій n(r) в цій пластині для стаціонарного випадку: 

 ( ) ( )− τ + + =( ) / / div grad ( ) ( )grad 0.vK n D n n Sr r r  (1) 

Тут всі означення такі, як у роботі [5], за винятком 

 
Ω

= −∫ 1 1 1(1 / ) ( ) ( ) ,BS k T E n dr r r r  (2) 

де − 1( )E r r  — зведена енергія парної взаємодії вакансій. Ми припу-
скаємо, що E має вигляд 

 = − +3 4 8( ) / / / .E R d R a R b R  (3) 

Тут R — віддаль між двома взаємодійними вакансіями: 

 ( )= − + −
1/22 2

1 1( ) ( ) ,R x x y y  (4) 

 = = =/ ( ),  ( ),  / ( ),B B Ba A k T b B / k T d D k T  (5) 

A, B і D — позитивні константи. Шукаємо розв’язок n(r) у вигляді 
ряду: 

 = + + 2
0 ( ) ( ),n n hf O hr  (6) 

 << 1.h  (7) 

 Припускаємо коефіцієнт дифузії Dv достатньо малою величиною, 
так що з (1) 
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 ≈ τ0 .n K  (8) 

 Шукаємо, за яких умов f буде впорядкованою осцилівною функ-
цією. Для цього прирівняємо коефіцієнти при h. Одержимо: 

 ∆ + + + + + + − τ + ∆ =( 1 / ( )) 0,x x y y z z xx yy zz v bf S f S f S f S S S D f S  (9) 

 = ∂ ∂ = ∂ ∂/ , /x yS S x f f y  (10) 

і т.д. 

 
Ω

= −∫ 1 1 1( ) ( ) .bS E f dr r r r  (11) 

 Припускаємо, що n0 = 1, Ly = L, 

 
−

= ∫ 1,
y

y

L

p

L

S Idy  (12) 

 ( )
−

= − +∫ 2 2
1 1 1/ ( ) ,

L
p

L

I dx x x a  (13) 

 = −2 2
1 1( ) .a y y  (14) 

 Ми не можемо знайти I, але можемо знайти =/ :xdI dx I  

 += ≈ − + +2 2 2 1
1/ 4 / ( ) .p

xdI dx I pLx L x a  (15) 

Аналогічно, 

 += + + + + =2 2 2 2 216 ( 1) / ( ) p
pxy y yS p p LL xy L L x y   

 = + + + ≈2 2 2 2(1 (( ) / ( ))) ,yCxy O x y L L Cxy  (16) 

де > = ∂ ∂ ∂20, / .pxy pC S S x y  
 Інтеґруємо 

 = ∫ ≈ +2
1/ 2 ( ),px pxyS S dy Cxy F x  (17) 

 = ∫ ≈ + ∫ +2 2
1 1/ 4 ( ) .p pxS S dx Cx y F x dx C  (18) 

Аналогічно, 

 ≈ + ∫ +2 2
2 2/ 4 ( ) ,pS Cx y F y dy C  (19) 

 ∫ = ∫ +1 2 3( ) ( ) .F x dx F y dy C  (20) 

 Таким чином, 
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 = =1 2( ) ( ) 0,F x F y  (21) 

 = +2 2
0/ 4 .pS Cx y C  (22) 

 З (2), (3) та (4) 

 
+ξ +ξ

≈ − + − = ∞∫ ∫ 2 2
0 1 1 1 14 / (( ) ( ) ) .

yx
p

x y

C dx dy x x y y  (23) 

Умова = ∞0C  практично не виконується, оскільки вакансії не мо-
жуть наближатися одна до одної на віддаль менше якогось ρ; C0 — 

це просто якесь дуже велике число. 

 = − +1,5 2 4.S dS aS bS  (24) 

 Якщо температура T не залежить від x і y (див. (5)), ми маємо 

 = +2 2
0,S Ax y A  (25) 

 >>0 1.A  (26) 

 Визначимо 

 
+ξ +ξ

= − + − ≈∫ ∫ 2 2
1 1 1 1 1 1 0( , ) / (( ) ( ) ) ( , ).

yx
p

pb
x y

S dx dy f x y x x y y C f x y  (27) 

 Далі скористаємося (24). Знехтуємо іншими членами у (11) і з (9), 

нехтуючи членом τ1 / ( ),vD  одержимо рівняння 

 ( )( )∆ + + + + =2 2 2 2
1 2 ( ) 0.x yA f A xy f x yf y x f  (28) 

Тут 

 = +1 0 1A A  (29) 

(щодо A0, A див. (25), (26)). За макроскопічних розмірів пластини 

 A1 >> A, (30) 

і ніякої самоорганізації бути не може. 
 Розглянемо, що відбуватиметься за дуже малих L і Ly. Як видно з 

(16), основний внесок у суму (24) вносить складова в S4. По ній і вес-
тимемо розрахунок. Введемо нові змінні 

 = =/ , / .yu x L v y L  (31) 

Тоді 
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 − ≤ ≤ − ≤ ≤1 1,   1 1.u v  (32) 

 Означимо 

 =2 2/ .yL L q  (33) 

Припускаємо 

 Ly ≅ L. (34) 

Тоді з (28) одержимо рівняння 

 −+ + + + + =1 2 2 2 2( ) (( ) ( ) ) 0,uu vv u vf q f D quv f u vf u qv f  (35) 

 = ∂ ∂/uf f u  і т.д., (36) 

 ≅ >6
11 / ( ) 0.D A L  (37) 

Таким чином, за малих L, D не є малим. Видно, що самоорганізація 

за постійної температури може відбуватися лише у малих пласти-
нах. 
 Введемо тепер полярні координати: 

 = φ = φcos ,   sin .u r v r  (38) 

Підставляємо у (35), припускаючи, що 

 = =2 2/ 1,yq L L  (39) 

 − −
φφ+ + + + =1 2 2

1( ) 0,rr rf r f r f D f r f  (40) 

 = φ φ + φ φ3 2 2
1 (cos sin sin cos ).u vf r f f  (41) 

 Ми бачимо, що в околах φ = π π π →10, / 2, ,3 / 2, 0f  і нею можна 

знехтувати. Одержимо рівняння 

 φφ+ + + =2 4 0.rr rr f rf f Dr f  (42) 

 Шукаємо f у вигляді 

 = ϕ φ( ) ( ).f R r  (43) 

 Розділимо (42) на (43). Одержимо 

 φφ+ + = −ϕ ϕ =2 4( ) / /     ,rr rr R rR R Dr C  (44) 

 φφϕ + ϕ = ϕ = φ =1/2 20,  cos( ),  ,C C C n  (45) 
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де n — ціле число та 0. Тоді з (44) маємо 

 + + − =2 4 2( ) 0.rr rr R rR Dr n R  (46) 

Це рівняння можна знайти у [6] (с. 401, п. 2.162). Його розв’язок 

має вигляд: 

 = 1/2 2
/2( ) (0,5 ).nR r Z D r  (47) 

Поведінку ( )qZ z  описано у [7] (21.8-4–21.8-31). Як відомо, 

 = +1 1( ) ( ) ( )q q qZ z a J z b N z  (48) 

(див. [7], 21.8-8), де ( )qJ z  — Бесселева функція, ( )qN z  — Неймано-
ва функція, a1, b1 — деякі константи. Шукаємо їх з межових умов 

 = =1 0.rR
│

 (49) 

Тоді з (47), (48) 

 = − 1/2 1/2
1 1 /2 /2(0,5 ) / (0,5 ).n nb a J D N D  (50) 

 Оскільки кожна Нейманова функція Nq має особливість при r → 0 

(див. [7], рис. 21.8-1), невиконання умови 

 b1 = 0 (51) 

означає, що в околі r → 0 існує велике скупчення вакансій, тобто 

тріщина. Для об’єкту, в якому тріщини немає, має виконуватися 

умова (див. (50)): 

 =1/2
/2(0,5 ) 0,nJ D  (52) 

тобто самоорганізація може відбуватися лише за деяких дискрет-
них значень D (див. 21.8-11–21.8-13 [7] або рис. 7.1 [4]). Параметер 

D пов’язаний із розміром зразка L (див. (37)). Тому самоорганізація 

може відбуватися лише за деяких дискретних малих розмірів плас-
тини. 

2.1. Самоорганізація в умовах залежности температури у зразку від 

u та v 

Нехай 

 = ξ + γ2 2
31 / exp(( ) / 2).T C u v  (53) 
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Тоді з (5), (24) і (25), нехтуючи меншими членами (ми припускаємо, 
що наш об’єкт вже є макроскопічним), маємо 

 ( )= ξ + … ,uS u S  (54) 

 ( )= ξ + ξ + …2 2 ,uuS u S  (55) 

 ( )= γ + … ,vS v S  (56) 

 ( )= γ + γ + …2 2 .vvS v S  (57) 

Підставляючи (54)–(57) у (9), одержимо 

 + + ξ + γ + ξ + γ + ξ + γ =2 2 2 2(( ) ( )) 0.uu vv u vf f uf vf u v f  (58) 

Шукаємо f(u, v) у вигляді 

 =( , ) ( ) ( ).f u v F u G v  (59) 

Нехай 

 ξ + γ = + = α0 0 ,u v  (60) 

де u0, v0 не залежать від u і v. Розділимо (58) на f(u, v) (див. (59)); 
одержимо 

 + ξ + + ξ = − + γ − − γ = =2 2 2 2
0 0( ) ( ) const.uu u vv vF uF F u u G vG G v v C (61) 

Нехай 

 C ≥ 0. (62) 

Тоді маємо 

 ( )+ ξ + − + ξ =2 2
0( ) 0,uu uF uF u C u F  (63а) 

 ( )+ γ + + + γ =2 2
0( ) 0,vv vG vG v C v G  (63б) 

 ( )= − ∫1 ( )exp ( ) ,F C g u r u du  (64) 

 = ξ( ) / 2,r u u  (65) 

 φ = − − ξ + ξ2 2
0( ) (2 2 ) / 2 3 / 4.u u C u  (66) 

 З (63а) ми маємо рівняння 

 + φ =( ) 0.uug u g  (67) 

 Щоб розв’язок був всюди осцилівним, з урахуванням (62) має 
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виконуватися умова 

 ≤ ≤ − ξ ≥ ξ0 00 / 2,   / 2.C u u  (68) 

 Аналогічно, з (63б) маємо 

 ( )= − ∫ γ2 ( )exp ( / 2) .G C H v v dv  (69) 

Для H(v) маємо рівняння 

 + φ =1( ) 0,vvH v H  (70) 

 φ = + − γ + γ2 2
1 0( ) ( / 2) 3 / 4.v v C v  (71) 

 Щоб розв’язок був всюди осцилівним, з урахуванням (62) має 

виконуватися умова 

 ≥ γ0 / 2.v  (72) 

 Таким чином, з (68), (72), (60) і (58) 

 ξ + γ ≤ + = ξ + γ0 0( ) / 2 ,u v  (73) 

 ξ ≤ ≤ ξ + γ = ξ + γ −0 0 0/ 2 / 2;  ,u v u  (74) 

тобто u0, а відповідно, і v0 можуть змінюватися за постійних ξ та γ, і 
для (58) маємо цілий пакет розв’язків, з яких можна побудувати 

практично будь-яку форму. 
 Розв’яжемо (67) методою ВКБ [4]. Нехай 

 C = 0. (75) 

З (66) 

 φ = ξ +2 2 2( ) 3 ( ) / 4,ku u a  (76) 

 = − ξ ξ2 2
0(4 2 ) / 3 .ka u  (77) 

 З [8] (с. 89, 1.2.41.8) маємо 

 
+ +ξ

ψ = ∫ φ = + +
2 2 1/2

1/2 2 2 1/2 2 ( ( ) )3
( ) ( ( )) ( ( ) ln ).

4
k

k k
k

u u a
u u du u u a a

a
 (78) 

Тоді розв’язок (63а) має вигляд 

 = −ξ ψ ξ +2 1/2 2 2 1/4
1( ) exp( / 4)sin / ( ) .kF u C u u a  (79) 

 Аналогічно, знайдемо розв’язок (63б). Визначимо 
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 = − γ γ2 2
0(4 2 ) / 3 .kb v  (80) 

Тоді з (71) 

 φ = γ +2 2 2
1( ) 3 ( ) / 4,kv v b  (81) 

 
+ +γ

ψ = ∫ φ = + +
2 2 1/2

1/2 2 2 1/2 2
1 1

( ( ) )3
( ) ( ( )) ( ( ) ln ),

4
k

k k
k

v v b
v v dv v v b b

b
 (82) 

Таким чином, 

 = −γ ψ γ +2 1/2 2 2 1/4
1( ) exp( / 4)sin( ( )) / ( ) .kG v v v v b  (83) 

 Як видно з (63а) і (63б), F(u) і G(v) можуть бути парною чи непар-
ною функцією по u і v відповідно. Тому, як видно з (32), достатньо 

розглянути їх на інтервалах 

 ≤ ≤ ≤ ≤0 1,  0 1.u v  (84) 

 З умови 

 = == =1 10,   0u vF G
│ │

 (85) 

маємо 

 = =ψ = π ψ = π1 1 1, ,u vj m
│ │

 (86) 

де j, m — натуральні числа. 
 З рівнянь (86) можна знайти u0 і v0. Видно, що за впорядкованого 

розподілу вакансій u0 і v0 можуть набувати лише дискретних зна-
чень. 
 Таким чином, як видно з (60), впорядкований розподіл вакансій 

може існувати лише за деяких дискретних α = +0 0u v , а задача (58) 

— це задача на власні значення. 

3. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ І ВИСНОВКИ 

У роботі одержано формули для стаціонарних станів впорядковано-
го розподілу концентрації вакансій у двовимірній прямокутній 

пластині. Залишається відкритим питання, як утворилися ці ста-
ціонарні стани. 
 Моделювання методою молекулярної динаміки пластичної дефо-
рмації ГЦК-нанокристалів [9] показало, що ці стани у бездефект-
ному нанокристалі утворюються за дуже малий час (≅ 10−12

 с), але 

фізичний механізм цього процесу досі невідомий. Є припущення, 
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що цей процес пов’язаний з незначними відхилами атомів у місцях 

локалізації внутрішніх напруг, що сприяє виникненню так званих 

атом-вакансійних станів [10]. 
 Показано, що за постійної по координатах пластини температури 

самоорганізація може відбуватися лише за дуже малих розмірів 

пластини. Наприклад, вона може відбуватися за якихось малих 

дискретних розмірів пластини L, що задаються формулами (50), 

(51) (D пов’язано з L формулою (37)). 
 Якщо температура змінюється вздовж координат пластини за за-
коном (53), то, як було показано у нашій роботі, можуть існувати 

впорядковані розподіли вакансій достатньо складної форми на ве-
ликій площі, тобто розміри пластини вже можуть бути макроскопі-
чними. Це буде відбуватися лише за якихось дискретних значень 

параметрів системи (власних значень) [4]. Однак, за законами лі-
нійної термодинаміки температура у зразку з часом має вирівнюва-
тися, і стаціонарним описаний вище стан буде тільки у випадку, 
якщо подавати тепло у пластину ззовні. 
 У іншому випадку, поки існує розподіл температури (53), систе-
ма встигає перейти у ще один стаціонарний впорядкований стан, і, 

наприклад, з’являються гідродинамічні канали. 
 Слід відмітити, що взагалі-то вакансії з двовимірної пластини 

мають перейти в оточувальне середовище. Але пластина може бути 

покрита окисною плівкою, і тоді таке не відбудеться. 
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