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У статті розглянуто тривимірні рівняння теплопровідности та дифузії: 
а) за малої, але впорядкованої функції теплових джерел f(r,t); б) за 

f(r,t) ≡ 0. Розглянуто як стаціонарний, так і нестаціонарний випадки та 

встановлено, що утворюються, як завгодно складні розподіли температу-
ри та концентрації вакансій по координатах. Показано, що всередині зра-
зка можуть виникати нові двовимірні структури, яких не задано крайо-
вими умовами. 

Ключові слова: рівняння теплопровідности, дифузія, функція теплових 

джерел, вакансії, впорядкований розподіл, стаціонарний розв’язок, ряд 

Фур’є, самоорганізація, гідродинамічні канали. 

Three-dimensional equations of heat conduction and diffusion are considered 

in the article: a) with a small, but well-ordered function for thermal sources 

f(r,t); b) for f(r,t) ≡ 0. Stationary and non-stationary cases are discussed, and 

the formation of arbitrary complex distributions of temperature and concen-
trations of vacancies along co-ordinates is established. As shown, new two-
dimensional structures not specified by the boundary conditions arise within 

the sample. 
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vacancies, ordered distribution, stationary solution, Fourier series, self-
organization, hydrodynamic channels. 
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1. ВСТУП 

Питанням самоорганізації різних структурних параметрів матері-
ялів за енергетичних впливів займалися у багатьох роботах (див., 

наприклад, [1, 2]), але досі всі процеси, що відбуваються за цих 

умов, не було детально описано із врахуванням самоорганізації те-
мператури під час впливу на металевий кристал у механічному по-
лі. За такого впливу кристал деформується, і за значної віддаленос-
ти від рівноваги деформується пластично. Також відомо, що за га-
льмування дислокаційного ковзання через розвиток деформаційної 
релаксаційної структури [3, 4] пластична деформація відбувається 

шляхом гідродинамічної течії по каналах з рідиноподібною струк-
турою — так званих гідродинамічних каналах (ГК), яка збагачена 

вакансіями [5]. Цей процес супроводжується розігрівом матеріялу 

та складним розподілом температури кристалу в процесі наванта-
ження [6, 7], що є наслідком деформаційного структуроутворення, 

зокрема утворення ГК. Враховуючи ці дані, нами було проведено 

аналітичні розрахунки, які показали зв’язок між розігрівом крис-
талу в процесі пластичної деформації та розподілом температури, 
що пов’язано з механізмом деформаційного структуроутворення. 
 Ці розрахунки проводилися за допомогою розв’язання рівняння 

теплопровідности, чим займалися здавна [8] й по наш час [9, 10, 
11]. У нашій роботі ми знайшли розв’язки з малою чи нульовою фу-
нкціями теплових джерел (ФТД) f(r,t) та сильним коливанням тем-
ператури u(r,t). Ця робота цікава також і тим, що такий же вигляд 

має рівняння дифузії [12]. 

2. РЕЗУЛЬТАТИ РОЗРАХУНКІВ 

Запишемо рівняння теплопровідности: 

 2 ( , )
du

a u f r t
dt

− ∆ = , , ,x x y y z zL x L  L y L  L z L− ≤ ≤ − ≤ ≤ − ≤ ≤ , (1) 

де u(r,t) задає температуру в точці з координатами r у момент часу t, 
a2

  коефіцієнт теплопровідности, f(r,t)  функція теплових дже-
рел, ∆   Ляплясів оператор [8]. Такий же вигляд має й рівняння 

дифузії, зокрема дифузії вакансій [12]. 
 Крайові умови див. у (12)–(14) і далі. Початкові умови див. у 

(44)–(46). 
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 Нехай маємо прямокутній зразок. Тоді функція теплових джерел 

f(r,t) має вигляд: 

 ( , ) cos( )сos( ) ( )x yf r t A q x q y g z= , (2) 

 1 2( ) exp( ) exp( )g z D pz D pz= + − , (3) 

де qx, qy, p  дійсні числа, A, D1, D2  деякі константи. 
 Така функція може виникати, наприклад, на осях Ox й Oy за ра-
хунок теплових коливань атомів у ґратниці [13]. Так, у роботі [13] 
одержано вираз для зміщення атомів у ланцюжку x1: 

 1 cos( ) sin( )x h qn t= ω , (4) 

де n  номер атома, h, q, ω  деякі константи. Відповідно, швид-
кість атома v визначається виразом 

 1 cos( ) cos( )v h qn t= ω , (5) 

де h1 = hω. 
 Функція теплових джерел пропорційна кінетичній енергії ато-
мів, тобто 

 2 2 2 2
1 2 2 1( , ) сos ( )сos ( ) cos ( )(1 cos(2 ))f r t f f h mv H qn t H t qn= + = = ω = ω + , (6) 

де m  маса атома, h2, H1, H  деякі константи. Таким чином, одна 

зі складових f(r,t), — функція f2(n,t), — визначається виразом 

 2
2( , ) cos ( ) cos(2 )f n t H t qn= ω , (7) 

що відповідає (2). 
 По осі Oz нашу ФТД одержуємо за рахунок внутрішніх напру-
жень, які з’являються, наприклад, як результат циклічного наван-
таження [14]. 
 Шукаємо u у вигляді 

 1cos( ) cos( ) ( )x yu B q x q y g z C= + . (8) 

Підставляємо (8) у (1). Маємо: 

 
2

A
B

a c
= , (9) 

 2 2 2
x yc q q p= + − . (10) 

Тоді 
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0

lim
c

B
→

= ∞ . (11) 

 Таким чином, ми бачимо, що для 0c →  навіть за малого значен-
ня функції теплових джерел f(r) маємо впорядкований розподіл те-
мператури u(r) у зразку з великими амплітудами коливань. 
 Розглянемо зразок у формі прямокутнього паралелепіпеда. Мо-
жна записати рівняння для меж зразка: 

 ,  ,  x y zx L y L z L= = = , (12) 

де Lx, Ly, Lz  позитивні константи. Припустимо, що ФТД f(r,t) є 

такою, що виконуються умови 

 ( )2 2x x xq j L= π + π , ( )2 2y y yq j L= π + π , (13) 

де jx, jy  натуральні числа і 0. Тоді розв’язок (8) рівняння (1) має 

крайові умови: 

 1( ) ( )x yu x L u y L C= = = = , (14) 

тобто коливання в (1) задаються лише по осі Oz. 
 Визначимо 

 ( ) ( )2 3,  z zBg L C Bg L C= − = . 

Тоді з (8) 

2 1 3 1( ) cos( )cos( ) , ( ) cos( )cos( )z x y z x yu L C q x q y C u L C q x q y C= + − = + , 

тобто, щоби описаний в нашій роботі ефект мав місце, обов’язкові 
періодичні крайові умови по осі Oz. 
 Розглянемо випадок 

 0c → . (15) 

Тоді з (10) і (13) маємо 

 ( )2 2 1/2 2 2 2 2 2 1/2( ) /4 ((1 2 ) / (1 2 ) / )x y x x y yp q q j L j L≈ + = π + + + . (16) 

Це означає, що чим тонше зразок, тим більше p, тобто тим швидше 

u спадає з глибиною проникнення у середину зразка по вісі Oz. 
 1. Візьмемо, наприклад, товстий зразок: 

 2 2 3,14 смx yL L= = . (17) 
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Тоді з (13) для 

 0x yj j= = , (18) 

 11 смx yq q −= =  (19) 

із (16) маємо: 

 ( )1/2 1 12 см 1,41 смp − −≈ = . (20) 

 2. Розглянемо тепер тонкий зразок; наприклад, 

  42 2 94,2 мкм 94,2 10  смx yL L −= = = ⋅ . (21) 

Тоді з (13) із врахуванням (18) 

 ( )3 110 / 3  смx yq q −= =  (22) 

і з (16) 

 ( )1/22 1
1 10 200 / 9 471 смp −= = , (23) 

 1 / 334,04p p = . (24) 

 Таким чином, у тонкому зразку u спадає з глибиною проникнен-
ня приблизно у ≅ 334 рази швидше, ніж у товстому. 

2.1. Випадок с = 0 

Як ми бачимо з (1), (8) і (10) при 

 0c =  (25) 

навіть для f(r,t) ≡ 0 ми маємо розв’язок (1) у вигляді (8) (стаціонар-
ний розв’язок). Це ж є слушним для аналогічного рівняння дифузії 
і т.д. Слушним є також розв’язок 

 сos( )сos( ) ( )nm xn ym nm
n m

u B q x q g z= ∑∑ , (26) 

якщо для всіх n і m слушною є умова 

 2 2 2 0nm xn ym nmc q q p= + − = . (27) 

 Оскільки практично будь-яку функцію можна розвинути в ряд 

Фур’є [12], ми можемо мати у стаціонарному стані практично любу 
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двовимірну функцію Fi(x,y). Зрозуміло, що такі функції є різними 

для різних z. 
 Коефіцієнти Bnm, qxn, qym можна знайти з крайових умов. 

2.2. Нестаціонарний випадок 

Припустимо, що навантаження діє симетрично вздовж осі Oz. Тоді 

 exp( ) ch( )сos( )сos( )nm nm nm xn ym
n m n m

u u t A p z q x q y= = ξ∑∑ ∑∑ . (28) 

Будемо шукати функцію u(x,y,z,t), що відповідає крайовим умовам 

 ( , ) exp( )z Lu x y t= = ω ξ . (29) 

Тут ξ, pnm, qxn, qym  константи, ω(x,y)  деяка функція. (Ми вважа-
ємо, що маємо прямокутній зразок з −Lx < x < Lx, −Ly < y < Ly, 
−Lz < z < Lz.) 
 З (29) одержимо 

 00 00exp( )ch( ) (ch( ) / ch( z))nm nm nm nm
n m

u A t p z a b p z p f= ξ ∑∑ , (30) 

 сos( )сos( )nm xn ymf q x q y= , (31) 

 00ch( )

ch( )nm
nm

p L
b

p L
= , (32) 

anm  коефіцієнти розвинення функції u(x,y,z) в ряд Фур’є з прий-
няттям до уваги крайових умов (29) у припущенні, що для всіх n і m 

pnm = 0. Тоді при |z| ≠ L маємо 

 00 0( ) exp( )ch( )( )u z A t p z v v= ξ + , (33) 

 0 ( )nm nm
n m

v a f xy= ∑∑ , (34) 

 
1 1

( ) ( ( ) 1)nm nm nm
n m

v z a b F z f
∞ ∞

= =

= −∑ ∑ , (35) 

 
00

ch( ) ch( )
( )

ch( ) ch( )
nmp z Qz

F z
p z pz

= = . (36) 

Визначимо 

 1

1
( )

( )
F z

F z
= . (37) 
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У нас 

 00nmQ p p p= >> = . (38) 

Тому 

 1exp( ) exp( ) ( ) exp(( ) ) exp( ( ) )Qz Qz F z p Q z p Q z− << ≈ − + − + . (39) 

Припускаємо 

 1( ) exp(( ) ) exp( ( ) )F z p Q z p Q z≈ − + − + . (40) 

Звідси 

 1 ( )
0,  0,  ( ) 1

( )nm

dF dF F z
b F z

dz dz F L
< > = < , (41) 

оскільки z < L. 
 Таким чином, 

 ( , , ) 0v x y z ≠ . (42) 

 Нагадаємо , що для всіх n і m має виконуватися рівняння 

 2 2 2 2( ) 0nm xn yma p q qξ − − − =  (43) 

(див. (1)). Можна побачити, що член v0(x,y,z) описує клясичний 

розв’язок (1), а член v(x,y,z)  самоорганізований розв’язок (1), 
наприклад, розташування вакансій, які потім можуть перетвори-
тися на гідродинамічні канали. 

2.3. Початкові умови для (1) 

1) Стаціонарний випадок. Як ми бачимо з (8), 

 0 1cos( )cos( ) ( )t x yu B q x q y g z C= = + . (44) 

2) Нестаціонарний випадок. Як ми бачимо з (28), 
а) при ξ > 0 

 0 0tu = ≈ , (45) 

б) при ξ < 0 

 0tu =∞ = . (46) 
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3. ОБГОВОРЕННЯ РЕЗУЛЬТАТІВ І ВИСНОВКИ 

1. Постає важливе питання: як же виникають функції теплових 

джерел (ФТД) вигляду (2). Ми припускаємо, що по осях Ox й Oy во-
ни виникають за рахунок теплових коливань атомів у ґратниці [13], 
а по осі Oz  за рахунок внутрішніх напружень, які з’являються, 

наприклад, як результат циклічного навантаження [14]. У роботах 

[6, 7] спостерігалися так звані плями оксидів, які виникають за ду-
же високих температур. Можна зробити припущення, що в цьому 

випадку ФТД були такими, що набувають малих числових значень 

(див. (10), (11)). 
2. Досі вважалося, що теплопровідність і дифузія приводять до ви-
рівнювання температур і концентрацій вакансій по всьому об’єму 

зразка. Ми ж одержали стаціонарний розв’язок у вигляді як завго-
дно складного розподілу цих параметрів по координатах (див. (26)). 
В усіх випадках ми розглядали поведінку вакансій лише в механіч-
ному полі деформації, а не в опроміненому зразку (як у роботах 

[15, 16]). 
3. Нами було одержано явний математичний вигляд опису зародків 

гідродинамічних каналів. 
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