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PACS numbers: 61.72.Hh, 61.72.Mm, 62.20.fg, 62.20.Qp, 81.07.Wx, 81.40.Cd, 83.60.La 

Коефіцієнти рівняння Голла−Петча для багатокомпонентних 

твердих розчинів з ГЦК-кристалічною ґратницею 

С. О. Фірстов, Т. Г. Рогуль, В. Ф. Горбань  

Інститут проблем матеріалознавства ім. І. М. Францевича НАН України,  
вул. Омеляна Пріцака,3,  
03142 Київ, Україна 

Наведено результати порівняльної аналізи коефіцієнтів σ0 (або H0) та ky 

(або kh) співвідношення Голла−Петча між межею плинности та розміром 

зерна для середньо- і високоентропійних стопів (СЕСів і ВЕСів) та чистих 

металів з ГЦК-кристалічною ґратницею. Показано, що значення вказа-
них коефіцієнтів для СЕСів і ВЕСів істотно перевищують їхні значення 

для чистих металів; водночас коефіцієнти σ0 зростають значно повільні-
ше, ніж ky. Розглянуто вплив на величини σ0 та ky дисторсій кристалічної 
ґратниці, електронної концентрації, ентальпії парноатомової взаємодії. 
Визначено чинники, що зумовлюють високі значення σ0 та ky для багато-
компонентних твердих розчинів. Показано, що різке зростання коефіціє-
нта зерномежового зміцнення ky, окрім властивих для ГЦК-металів меха-
нізмів, може бути зумовлено незвичними, притаманними лише багатоко-
мпонентним твердим розчинам явищами зміцнення меж поділу: пони-
женням енергії меж зерен за рахунок додаткового леґування багатоком-
понентних стопів так званою «корисною домішкою», яка за взаємодії з 

атомом елементу багатокомпонентного стопу на межах поділу утворює 

сильний хемічний зв’язок (атоми мають високу ентальпію парноатомової 
взаємодії), та у результаті появи на межах зерен сеґреґації одного з влас-
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них елементів багатокомпонентного твердого розчину внаслідок перероз-
поділу атомів за рахунок пікорівневих зміщень. Проаналізовано деякі 
моделі твердорозчинного зміцнення багатокомпонентних твердих розчи-
нів, яке зумовлює зростання коефіцієнта σ0 і визначається усередненим 

опором руху дислокацій, спричиненим наявністю пікорівневих дисторсій 

кристалічної ґратниці, що створюються атомами компонентів стопу вна-
слідок їхньої модульно-розмірної невідповідности. 

Ключові слова: середньо- і високоентропійні стопи, межа плинности, тве-
рдість, дисторсії кристалічної ґратниці, зерномежове зміцнення. 

The results of a comparative analysis of the coefficients σ0 (or H0) and ky (or 

kh) of the Hall−Petch relation between the yield strength and the grain size 

for medium- and high-entropy alloys (MEA and HEA) and pure metals with 

an f.c.c. crystal lattice are presented. As shown, the values of the indicated 

coefficients for MEA and HEA exceed significantly their values for pure 

metals, while the coefficients σ0 grow much more slowly than ky. An influ-
ence of crystal-lattice distortions, electron concentration, and pair-
interatomic-interaction enthalpy on the values of σ0 and ky is discussed. The 

factors determining the high values of σ0 and ky for multicomponent solid 

solutions are determined. As shown, the sharp increase in the grain-
boundary-strengthening coefficient ky, in addition to the mechanisms inher-
ent to f.c.c. metals, can be caused by unusual phenomena of boundary 

strengthening inherent only to multicomponent solid solutions: a decrease in 

the energy of grain boundaries due to additional doping of multicomponent 

alloys with the so-called ‘useful impurity’, which, when interacting with an 

atom of an element of the multicomponent alloy at the boundary, forms a 

strong chemical bond (atoms have a high pair-interatomic-interaction en-
thalpy), and as a result of the appearance of segregation of one of the ele-
ments of the multicomponent solid solution at the grain boundaries due to 

the redistribution of atoms due to peak-level shifts. Some models of solid-
solution softening of multicomponent solid solutions are analysed, which 

causes an increase in the coefficient σ0 and is determined by the averaged re-
sistance to the movement of dislocations caused by the presence of peak-level 
distortions of the crystal lattice, which are created by the atoms of the alloy 

components due to their moduli-size mismatch. 

Key words: medium- and high-entropy alloys, yield strength, hardness, crys-
tal-lattice distortions, grain-boundary strengthening. 

(Отримано 17 січня 2025 р.; остаточн. варіянт — 21 травня 2025 р.) 
  

1. ВСТУП 

Співвідношення між межею плинности σ0,2 та розміром зерна d для 

полікристалічного матеріялу описується відомим рівнянням Го-
лла−Петча [1−3]: 

 1 2
0,2 0 yk d−σ = σ + , (1) 
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де σ0 і ky  константи, d  розмір зерна. Константа σ0 розглядається 

як напруження, необхідне для переміщення дислокацій всередині 
зерна, а вираз kyd−1/2

  як напруження, необхідне для приведення в 

дію зерномежових дислокаційних джерел; коефіцієнт ky визначає 

труднощі естафетної передачі ковзання через межі зерна (коефіці-
єнт зерномежового зміцнення). Для експериментального визначен-
ня σ0 і ky використовують залежність σ0,2 = f(d−1/2): σ0 відповідає екс-
траполяції прямої σ0,2 = f(d−1/2) до значення d−1/2

 = 0 (припускається, 
що σ0  межа плинности монокристалу з такою ж внутрішньозе-
ренною структурою, як і полікристал); параметер ky визначається 

нахилом прямої σ0,2 = f(d−1/2). 
 Вираз (1) також можна записати у вигляді: 

 1 2
0 hH H k d−= + , (2) 

де H  твердість, H0 і kh  константи. У якості коефіцієнта пропо-
рційности між твердістю H та напруженням плинности σ0,2 зазви-
чай використовується Тейборове співвідношення [4]: σ0,2 = H/3. 
 Співвідношення (1) та (2), як правило, добре узгоджуються з екс-
периментом для полікристалічних матеріялів у достатньо широко-
му діяпазоні розмірів зерен [5]. Експериментальні значення пара-
метрів Голла−Петча для чистих металів наведено в оглядовій роботі 
[6] на основі аналізи накопичених за останні шість десятиліть ре-
зультатів дослідження зміцнення за розміром зерна. У роботі [6] 
також запропоновано вираз для межі плинности у вигляді 

 1 2 1 2
0,2 0 Gb d−σ = σ + β , (3) 

де β  константа, G  модуль зсуву, b  довжина Бюрґерсового ве-
ктора. 
 Порівнюючи (1) і (3), kу можна записати як 

 1 2
yk Gb= β . (4) 

Тоді 1 2( )yk Gbβ =  і є, по суті, нормованою характеристикою пара-
метра kу. На підставі проведених розрахунків авторами [6] зроблено 

цікаве узагальнення щодо значень коефіцієнтів β: для металів з 

ОЦК-кристалічною ґратницею величина β може змінюватися від 

0,2 (для Fe) до 0,7 (для Ta), з ГЦК  від 0,1 (для Cu) до 0,2 (напри-
клад для Ni), з ГЩП  від 0,3 (для Ti) до 1,5 (для Cd). 
 У той же час, у зв’язку з численними дослідженнями властивос-
тей високо- та середньоентропійних стопів (ВЕСів та СЕСів) вини-
кає питання стосовно аналізи параметрів рівняння Голла−Петча 

для таких класів матеріялів. ВЕСи  це стопи, які містять не мен-
ше п’ятьох основних елементів; водночас атомова концентрація 
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кожного елементу знаходиться в межах від 5% до 35%; СЕСи ж мі-
стять три або чотири елементи в рівних концентраціях. Такі стопи 

мають високу ентропію змішання, що приводить до мінімізації Ґі-
ббсової вільної енергії і, оскільки ентропія твердорозчинної фази 

вище, а вільна енергія нижче, ніж у інтерметалідів, до утворення 

однофазних твердих розчинів з ОЦК-, ГЦК- або ГЩП-кристалічною 

структурою [7, 8]. Характерною особливістю ВЕСів і СЕСів є істотне 

спотворення їхньої кристалічної ґратниці внаслідок модульно-
розмірної невідповідности елементів, які входять до їхнього складу 

[9−12], що значно утруднює рух дислокацій, спричинюючи анома-
льно високі значення твердорозчинного зміцнення [13], і, відповід-
но, має приводити до зміни параметрів у співвідношеннях (1) і (2) у 

порівнянні з чистими металами. 
 У представленій роботі наведено аналізу параметрів співвідно-
шення Голла−Петча, дисторсій кристалічної ґратниці для середньо- 

та високоентропійних ГЦК-стопів і чистих металів, проведено порі-
вняльну аналізу їх. Розглянуто можливі чинники, що впливають 

на значення вказаних параметрів. Використано як літературні, так 

і одержані авторами дані. 

2. ДЕТАЛІ ЕКСПЕРИМЕНТУ ТА РОЗРАХУНКІВ 

Зливки стопу CrMnFeCoNi2 одержано методом вакуумно-дугового 

топлення в атмосфері арґону в мідному водоохолоджуваному крис-
талізаторі. В якості сировини використовували компоненти чисто-
тою не менше 99,5% (мас.). Розмір зерна у зразках варіювали за ра-
хунок відпалення за температур до 1073 К. 
 Мікроіндентування проводили на установці «Мікрон-гамма» [14] 
під навантаженням від 0,98 Н до 2,94 Н алмазною пірамідою Бер-
ковича з кутом заточування у 65 ґрад. в режимі автоматичного на-
вантаження та розвантаження. 
 Середнє значення розмірної невідповідности багатокомпонентно-
го стопу розраховано як 

( )2
( )

n

i c i c
i

c r r rδ = −∑ , 

де ci та ri  концентрація та радіюс атома елементу, що входить до 

складу стопу, відповідно. Середній радіюс атома стопу rс та середній 

модуль зсуву Gс розраховано за Веґардовим правилом [15]: 

n

c i i
i

r c r= ∑ , 

n

c i i
i

G c G= ∑  

(Gi  модуль зсуву елементу, що входить до складу стопу). 



 КОЕФІЦІЄНТИ РІВНЯННЯ ГОЛЛА−ПЕТЧА 961 

3. КОЕФІЦІЄНТИ РІВНЯННЯ ГОЛЛА−ПЕТЧА В СЕСах І ВЕСах 

З ГЦК-КРИСТАЛІЧНОЮ ҐРАТНИЦЕЮ 

3.1. Вплив дисторсій кристалічної ґратниці та електронної концен-
трації на σ0 (H0) та ky (kh) 

На рисунку 1 наведено експериментальну залежність твердости від 

розміру зерна H(d−1/2) для високоентропійного стопу з ГЦК-
кристалічною ґратницею CrMnFeCoNi2 та розраховані за даними [16] 
схематичні залежності H(d−1/2) для середньоентропійного ГЦК-стопу 

FeNiCoCr і чистого Ni. Видно, що значення H0 і кутів нахилу прямої 
H(d−1/2), а, відповідно, і коефіцієнтів kh, для стопів CrMnFeCoNi2 та 

FeNiCoCr істотно перевищують значення для Ni. Зокрема, якщо для 

стопу CrMnFeCoNi2 H0 = 142 HV, а kh = 246 HV/мкм1/2, то для Ni 
H0 = 68,6 HV, а kh = 34,3 HV/мкм1/2. Для з’ясування чинників, що 

приводять до таких результатів, виходячи з структурних особливос-
тей ВЕСів і СЕСів, доцільно розглянути вплив на їхню поведінку та-
ких чинників як дисторсії кристалічної ґратниці, електронна кон-
центрація, ентальпія парноатомової взаємодії. 
 Найбільш вивченими серед СЕСів і ВЕСів з ГЦК-кристалічною 

ґратницею є стоп FeCrMnNiCo (відомий як Канторів стоп [17]), 
який має хороше поєднання міцнісних і пластичних властивостей, 
та подвійні, потрійні та четвертинні стопи на його основі.  

 

Рис. 1. Експериментальна залежність твердости H від розміру зерна d для 

високоентропійного стопу з ГЦК-кристалічною ґратницею CrMnFeCoNi2 

та розраховані за даними [16] схематичні залежності H(d−1/2) для серед-
ньоентропійного ГЦК-стопу FeNiCoCr і чистого Ni. 

Fig. 1. Experimental dependence of hardness H on grain size d for a high-
entropy alloy with an f.c.c. crystal lattice CrMnFeCoNi2 and schematic de-
pendences H(d−1/2) calculated according to data [16] for a medium-entropy 

f.c.c. alloy FeNiCoCr and pure Ni. 
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 Показано, що залежність σ0,2(d−1/2) для таких стопів підпорядко-
вується співвідношенню Голла−Петча в широкому інтервалі розмі-
рів зерен [16−25]. Зокрема, у [18] відмічається, що для стопу 

FeCrMnNiCo співвідношення Голла−Петча справджується в діяпа-
зоні розмірів зерен 503 нм < d < 88,9 мкм. 
 Оскільки для аналізи коефіцієнтів рівняння Голла−Петча вико-
ристано представлені в літературі ориґінальні результати дослі-

ТАБЛИЦЯ 1. Значення параметрів H0 і kh, модулів зсуву G і розмірної не-
відповідности δ для Ni та деяких багатокомпонентних стопів з ГЦК-
кристалічною ґратницею. 

TABLE 1. Values of parameters H0 and kh, shear moduli G and dimensional 
mismatch δ for Ni and some multicomponent alloys with an f.c.c. crystal lat-
tice. 

Матеріял H0, HV kh, HV/мкм1/2 G, ГПа Джерело δ, % 
Ni 68,6 34,3 76 [16]  

CrMnFeCoNi2 142,5 246 84  1,19 
FeNiCoCr 118 165,6 84 [16] 1,18 
FeNiCo 97,3 131,1 60 [16] 0,65 
NiCoCr 146,5 197,3 87 [16] 1,35 
FeNi 104,7 113,4 62 [16] 0,8 
NiCo 62,2 167,1 84 [16] 0,4 

ТАБЛИЦЯ 2. Значення параметрів σ0 і ky, розрахованих середніх значень 

модулів зсуву Gс і розмірної невідповідности δ для Ni та деяких багатоком-
понентних стопів з ГЦК-кристалічною ґратницею. 

TABLE 2. Values of parameters σ0 and ky, calculated average values of shear 

moduli Gc and dimensional mismatch δ for Ni and some multicomponent alloys 

with an f.c.c. crystal lattice. 

Матеріял σ0, МПа ky, МПа/мкм1/2 Gc, ГПа Джерело δ, % 
Ni 14,2 180  [24]  

CoCrFeMnNi 125 494 85,8 [20] 1,12 
CrCoNi 143 653 88,7 [21] 1,35 
VCoNi 383 864 66 [22] 3,5 

MnFeNi 97 660 79,7 [23] 0,99 
(CoCrMnNi)80Fe20 194 490 85,8 [25] 1,12 
(CoCrMnNi)60Fe40 169 302 84,9 [25] 0,97 
(CoCrMnNi)50Fe50 159 267 84,4 [25] 0,89 
(CoCrMnNi)40Fe60 149 208 83,9 [25] 0,79 

CoCrFeNi 132 506 87 [26] 1,18 
CoFeNi 157 541 77,7 [27] 0,65 
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джень H(d−1/2) та σ0,2(d−1/2), то значення коефіцієнтів H0 і kh для де-
яких бінарних і багатокомпонентних ГЦК-стопів у порівнянні з чи-
стим Ni наведено у табл. 1, а значення σ0 і ky  у табл. 2. У таблицях 

також наведено значення експериментальних (G) і розрахованих 

середніх (Gс) модулів зсуву та розмірної невідповідности δ для тих 

стопів. Для розрахунку Gс і δ використано дані з табл. 3. 
 На представлених на рис. 2 залежностях коефіцієнтів H0 і kh та σ0 

і ky від дисторсії кристалічної ґратниці δ для ряду багатокомпонен-
тних стопів з ГЦК-кристалічною ґратницею (табл. 1, 2) чітко про-
сліджується тенденція до лінійного зростання вказаних параметрів 

зі збільшенням δ. 
 Зауважимо, що з табл. 1, табл. 2 та рис. 2 також виходить, що 

максимальні дисторсії кристалічної ґратниці δ можуть виникати не 

лише у ВЕСах, де велика кількість різнорозмірних і різномодуль-
них атомів може компенсувати спотворення, що вноситься сусідні-
ми атомами, а й у деяких СЕСах. Наприклад, якщо для стопу 

CrCoNi δ = 1,35%, то для CoCrFeMnNi δ = 1,12%. 
 У той же час, як відомо [29], під час аналізи механічних характе-
ристик твердих розчинів необхідно враховувати не тільки відмін-
ність у розмірах атомів розчинника та домішки, а й відмінність їх-
ніх пружніх постійних, тобто силу міжатомової взаємодії, що без-
посередньо пов’язана з ентальпією кристалічної ґратниці. 
 У роботі [30] вказується, що ентальпія змішання ВЕСів з ГЦК-
кристалічною ґратницею зростає зі збільшенням усередненої елек-
тронної концентрації стопу. Це значить, що зі збільшенням усеред-
неної електронної концентрації стопу має місце послаблення сил мі-
жатомової взаємодії і, як наслідок, зменшення твердости, модуля 

пружности. 
 Залежність коефіцієнтів H0 і kh від усередненої електронної кон-
центрації представлених у табл. 1 ГЦК-ВЕСів і СЕСів наведено на 

рис. 3. Видно, що зі збільшенням електронної концентрації обидва 

коефіцієнта мають тенденцію до пониження, що відповідає зробле-
ному у роботі [30] припущенню. 

3.2. Аналіза механізмів, що відповідальні за високі значення σ0 

(H0) та ky (kh) у СЕСах і ВЕСах з ГЦК-кристалічною ґратницею 

а) Константа σ0 

Як відомо, високе значення необхідного для переміщення дислока-
цій всередині зерна напруження σ0 для ВЕСів і СЕСів зумовлено 

твердорозчинним зміцненням і визначається усередненим опором 

руху дислокацій, спричиненим наявністю пікорівневих дисторсій 

кристалічної ґратниці, що створюються атомами компонентів сто-
пу внаслідок їхньої модульно-розмірної невідповідности. 
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 На сьогоднішній день у переважній більшості робіт для обчис-
лення твердорозчинного зміцнення ВЕСів пропонуються підходи, 

що ґрунтуються на використанні Лабушового моделю для бінарних 

твердих розчинів, але з різними варіянтами розрахунку розмірної 
та пружньої невідповідностей атомів ([31−33] та ін.). Наприклад, 

ТАБЛИЦЯ 3. Атомові радіюси r і модулі зсуву G елементів, що входять до 

багатокомпонентних ГЦК-стопів [28]. 

TABLE 3. Atomic radii r and shear moduli G of elements included in multi-
component f.c.c. alloys [28]. 

Елемент Co Cr Fe Mn Ni 
r, пм 125 128 126 127 124 

G, ГПа 75 115 82 76 81 

  
а б 

  
в г 

Рис. 2. Залежності параметрів H0 і kh та σ0 і ky від значень розмірної невід-
повідности δ для СЕСів і ВЕСів з ГЦК-кристалічною ґратницею (за даними 

[16, 20−27] та авторів). 

Fig. 2. Dependences of parameters H0 and kh as well as σ0 and ky on the values 

of dimensional mismatch δ for MEA and HEA with an f.c.c. crystal lattice (ac-
cording to Refs. [16, 20−27] and the authors). 
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використовуючи модифікований Лабушів модель (так званий Ла-
бушів модель середнього поля) у роботі [34] для стопу Co20(CrNi)80 

розраховано значення напруження σ0, яке добре збігається з експе-
риментальним (σ0 = 280 MPa). 
 У той же час, як вказується у роботі [35], оскільки в Лабушовому 

моделю припускається взаємодія дислокації з групою близько роз-
ташованих атомів (кластерів) і твердорозчинне зміцнення 

∆σ(с) ∝ с2/3
 [36, 37], а концентрація кожного з елементів, що входять 

до ВЕСів, за визначенням не може бути менше 5%, то твердороз-
чинне зміцнення ВЕСів скорше подібне до поведінки в концентро-
ваних твердих розчинах (Моттів модель [37, 38]) і ∆σ(с) ∝ с. Це підт-
верджується одержаними в роботах [39, 40] експериментальними 

результатами. Зокрема, у роботі [39] показано, що мікротвердість 

одержаних методом дугового топлення ВЕСів (TiZrNbTa)100−xMox 

(0 ≤ x ≤ 20) лінійно збільшується з концентрацією Мо, що подібне до 

випадку концентрованого бінарного твердого розчину. У роботі [40] 
встановлено, що напруження плинности σ стопу AlxHfNbTaTiZr та-
кож лінійно зростає зі збільшенням концентрації Алюмінію та мо-
же бути описано виразом σ = 1031 + 26,1с. 
 У роботах [41, 42] аномально високе атермічне твердорозчинне 

зміцнення ∆Н (∆σ) для багатокомпонентних твердих розчинів 

пов’язується зі зміною Бюрґерсового вектора b вздовж дислокацій-
ної лінії як за довжиною, так і за напрямом внаслідок появи скла-
дової ∆b, яка є перпендикулярною площині ковзання. Водночас 

 

Рис. 3. Залежність параметрів H0 і kh від усередненої електронної концен-
трації стопу VEC для СЕСів і ВЕСів з ГЦК-кристалічною ґратницею (за да-
ними [16] та авторів). 

Fig. 3. Dependence of parameters H0 and kh on the averaged electron concen-
tration VEC of the alloy for MEA and HEA with an f.c.c. crystal lattice (ac-
cording to Ref. [16] and authors). 
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значення ∆Н пропорційне параметру (∆а/а)Gс (де 

n

c i i
i

a c a= ∑ , 
( )n

i i c

i c

c a aa

a a

−∆
= ∑ , 

сi і ai  концентрація та параметер кристалічної ґратниці елементу, 

що входить до стопу, відповідно) і може бути розраховане, як 

 h c

a
H k G

a

∆
∆ = , (5) 

де коефіцієнт kh ≅ 1,5−1,6. 
 Оскільки, згідно з [43], перехід від усередненої відносної зміни 

параметра кристалічної ґратниці (∆a/a) до наведеного в табл. 1 се-
редньоквадратичного зміщення атомів із стартових положень δ 

можливий з коефіцієнтом в 1,25 (√(π/2), то для стопів з табл. 1 про-
ведено аналізу залежности параметрів H0 і kh від δGс. Наведені на 

рис. 4 залежності свідчать, що, як і у випадку збільшення δ, коефі-
цієнти H0 і kh зі збільшенням δGс мають тенденцію до зростання. 
Тобто аномально високе зміцнення СЕСів і ВЕСів напряму зале-
жить від розмірно-модульної невідповідности елементів, що вхо-
дять до багатокомпонентного твердого розчину. 

б) Коефіцієнт ky (kh) 

У той же час, якщо у порівнянні з чистими металами для багатоко-
мпонентних твердих розчинів поява високих значень зміцнення 

всередині зерна σ0 (H0) може бути пояснена механізмами твердо-
розчинного зміцнення, то різке зростання коефіцієнта ky (kh) пояс-

  
а б 

Рис. 4. Залежність параметрів H0 і kh від значень δG для СЕСів і ВЕСів з 

ГЦК-кристалічною ґратницею (за даними [16] та авторів). 

Fig. 4. Dependence of parameters H0 and kh on the values of δG for MEA and 

HEA with an f.c.c. crystal lattice (according to Ref. [16] and authors). 
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нити складніше. Як видно з рис. 2 і рис. 4, ky і kh, як і σ0 і H0, зі збі-
льшенням δ і δG мають тенденцію до зростання, але воднораз пара-
метри H0 і σ0 зростають значно повільніше, ніж ky і kh. Наприклад, 

за зміни δG від 0 (для Ni) до 1,2 (для NiCoCr) H0 зростає від 68,6 HV 

до 146,5 HV (в 2,1 рази), а kh  від 34,3 HV/мкм1/2
 до 

197,3 HV/мкм1/2
 (в 5,8 разів). Такий ефект свідчить про те, що пе-

решкоди для переміщення дислокацій всередині зерна є менш ефе-
ктивні, ніж на межі зерен. 
 Відповідно до класичного моделю нагромадження дислокацій за 

Голлом [1] і Армстронґом [44], у випадку, коли концентрація на-
пружень внаслідок накопичення дислокацій на межі зерна більша 

за критичну, джерело дислокацій Франка−Ріда активується в сусі-
днє зерно та відбувається початкова пластична деформація. Як ви-
пливає з робіт [6, 44], напруження, необхідне для приведення в дію 

зерномежових дислокаційних джерел, а, відповідно, і величина ко-
ефіцієнта ky, визначаються напруженням старту джерела дислока-
цій в околі меж зерен, енергією дефекту пакування та модулем зсу-
ву. 
 Так, у роботі [45] припускається, що активація джерел Фран-
ка−Ріда пов’язана з поперечним ковзанням дислокацій, а збіль-
шення напруження тертя ґратниці σ0 і пониження енергії дефектів 

пакування можуть послабити здатність дислокацій до поперечного 

ковзання і, як наслідок, до гальмування зародження дислокацій. У 

той же час, у роботі [25] для стопів системи (CoCrMnNi)100−xFex 

(x = 20, 40, 50 і 60) лінійного зв’язку між енергією дефекту паку-
вання та коефіцієнтом Голла−Петча не виявлено. Як видно з рис. 2, 
збільшення вмісту Fe приводить до зменшення дисторсій кристалі-
чної ґратниці і, відповідно, до зменшення σ0і і ky. Окрім того, у ро-
боті вказується, що зменшення ky може бути пов’язане з нестабіль-
ною енергією дефекту пакування (γUSFE): збільшення вмісту Fe в 

стопі системи (CoCrMnNi)100−xFex приводить до збільшення γUSFE, що, 
у свою чергу, послаблює межі зерен. 
 Вплив модуля зсуву G на параметер kу проілюстровано у наведе-
ному вище виразі (4) з роботи [6]. Цікаво відзначити, що розрахова-
ні за виразом (4) значення коефіцієнта β, який, як було відзначено 

вище, являє собою нормовану характеристику параметра kу, для 

багатокомпонентних ГЦК-твердих розчинів значно вищі, ніж для 

ГЦК-металів і подібні до значень для ОЦК-металів, а іноді і пере-
вищують їх (табл. 4). 
 Можна зробити висновок, що у порівнянні з перерахованими 

вище чинниками, які сприяють зміцненню меж зерен у чистих 

ГЦК-металах, у випадку багатокомпонентних твердих розчинів за-
діяно додаткові, притаманні лише їм механізми. Аналіза одержа-
них результатів свідчить, що такими механізмами можуть бути: 
1) додаткове леґування багатокомпонентних стопів так званою «ко-
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рисною домішкою», яка за взаємодії з атомом елементу багатоком-
понентного стопу на межах поділу утворює сильний хемічний 

зв’язок (атоми мають високу ентальпію парноатомової взаємодії); 
2) утворення на межах зерен сеґреґації одного з власних елементів 

багатокомпонентного твердого розчину внаслідок перерозподілу 

атомів за рахунок пікорівневих зміщень. 
 Щодо першого механізму, то у роботі [27] різке зміцнення меж 

зерен у стопах Al0,3CoFeNi і Al0,3CoCrFeNi у порівнянні зі стопами 

CoFeNi, CoCrFeNi пов’язується з високою щільністю багатих Ni−Al 
нанокластерів розміром близько 30 нм, які виникають на основі си-
льної хемічної взаємодії між цими елементам. Якщо ky для стопів 

CoFeNi і CoCrFeNi становить 541 і 684 МПа/мкм1/2
 відповідно, то 

для стопів Al0,3CoFeNi і Al0,3CoCrFeNi  1244 і 1014 МПа/мкм1/2. 
Зростання ky пояснюється додатковим напруженням, необхідним 

для подолання полів когерентних деформацій, що виникають через 

вказані нанокластери. Водночас спостерігається навіть невелике 

пониження коефіцієнта σ0 (157 і 156 МПа для CoFeNi і CoCrFeNi 
відповідно та 151 і 149 МПа для Al0,3CoFeNi і Al0,3CoCrFeNi відпо-
відно), що свідчить, на нашу думку, скорше про сеґреґаційне закрі-
плення дислокаційних джерел, оскільки нанокластери мали б ще 

підвищувати σ0, але таке не спостерігається. 
 Слід відмітити, що в малолеґованих стопах, згідно з концепцією 

«корисних» домішок [46], стан меж зерен визначається леґуваль-
ним елементом, який втілюється в межу зерна. «Корисною» є до-
мішка, яка має сильніший хемічний зв’язок з атомами основного 

елементу малолеґованого стопу у порівнянні з хемічним зв’язком 

між самими його атомами, а «шкідливою»  та, у якої хемічний 

зв’язок з атомами основного елементу слабкіший порівняно з хемі-

ТАБЛИЦЯ 4. Значення коефіцієнта β для багатокомпонентних ГЦК-
твердих розчинів і для деяких ГЦК- і ОЦК-металів. 

TABLE 4. Values of coefficient β for f.c.c. multicomponent solid solutions 

and for some f.c.c. and b.c.c. metals. 

Матеріял b (Å) β = kh/(Gb1/2) 
Ni ГЦК  0,2 [6] 
Cu ГЦК  0,1 [6] 
Ta ОЦК  0,7 [6] 
V ОЦК  0,5 [6] 

FeNiCoCr 2,525 [32] 0,78 
FeNiCo 2,524 [32] 0,87 
NiCoCr 2,517 [32] 0,9 
FeNi 2,533 [32] 0,72 
NiCo 2,499 [32] 0,8 
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чним зв’язком між його атомами. Залежно від того, та чи інша до-
мішка є «корисною» або «шкідливою», може відбуватись або збі-
льшення когезії зерен за рахунок часткової ліквідації («залікову-
вання») слабких, розрихлених, несуцільних ділянок у межах зе-
рен, або, навпаки, її послаблення. Водночас параметри kу (kh) за-
знають відповідних змін. 
 Аналогічно ситуації з малолеґованими стопами, «корисною домі-
шкою» для багатокомпонентних твердих розчинів CoFeNi і CoCrFeNi 
є Al, у результаті леґування якою на межах поділу виникає контакт 

атомів з високою ентальпією парноатомової взаємодії Ni−Al, підви-
щується міжзеренна міцність і, відповідно, різко зростає ky. 
 Другий специфічний і властивий саме багатокомпонентним твер-
дим розчинам механізм зміцнення меж поділу, який пов’язаний з 

перерозподілом атомів власних елементів, описано у роботі [47]. На-
віть за відсутности переважного збагачення меж зерен будь-яким 

елементом можуть мати місце пікорівневі зміщення атомів різних 

розмірів, що утворюють межі зерен. Характер і сила міжатомових 

хемічних зв’язків безпосередньо пов’язані з ентальпією кристаліч-
них ґратниць. Такий процес супроводжуються, наприклад, зміщен-
ням атомів менших розмірів у стислі області, а більших  у розтяг-
нуті. Воднораз щільність меж зерен вирівнюється, їхня енергія по-
нижується (відповідно, зростає міжзеренна міцність), ковзання че-
рез такі межі зерен істотно утруднюється і, відповідно, зростає пара-
метер kу. 
 На користь дії даного механізму зміцнення меж зерен свідчить 

значно швидше зростання параметра ky (kh) у порівнянні з парамет-
ром σ0 (H0) зі збільшенням дисторсій кристалічної ґратниці у не-
леґованих багатокомпонентних твердих розчинах (рис. 2, рис. 4). 
Також підтвердженням наявности такого механізму є наведені у 

роботі [26] результати досліджень стопів системи CoCrFeNiMo. По-
казано, що зі збільшенням концентрації Mo параметер ky зростає 

від 588 до 1100 МПа/мкм1/2. Такий ефект, разом з підвищеним змі-
цненням твердого розчину, автори пов’язують зі створенням сеґре-
ґації Mo на межі зерен. Тобто маємо ефект зміцнення меж зерен, 

який зумовлено перерозподілом атомів власних елементів багато-
компонентного твердого розчину. 

4. ВИСНОВКИ 

1. Аналіза власних і літературних даних свідчить, що у багатоком-
понентних (високо- й середньоентропійних) стопах з ГЦК-ґратницею 

не тільки можливе вже добре відоме аномально високе твердороз-
чинне зміцнення, яке уможливлює істотно підвищувати значення 

першого доданку в рівнянні Голла−Петча σ0 (H0), але спостерігають-
ся й аномально високі значення другого коефіцієнта рівняння kу (kh), 
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який характеризує спротив меж зерен пластичній деформації. 
2. Збільшення усередненої електронної концентрації багатокомпо-
нентного твердого розчину приводить до послаблення сил міжато-
мової взаємодії і, як наслідок, зменшення коефіцієнтів рівняння 

Голла−Петча. Наприклад, зі збільшенням електронної концентра-
ції від 8,33 (CrCoNi) до 9 (NiCoCr) параметер H0 зменшується від 

147 до 97 HV, а параметер kh  від 197 до 131 HV/мкм1/2. 
3. Коефіцієнт β (з виразу kу = βGb1/2), який, по суті, є нормованою 

характеристикою kу, для багатокомпонентних ГЦК-твердих розчи-
нів сягає значень 0,7−0,9, що значно вище, ніж для ГЦК-металів 

(від 0,1 до 0,2), і подібне (а іноді, й вище) до значень для ОЦК-
металів (від 0,2 до 0,7), що свідчить про наявність додаткових ме-
ханізмів міжзеренного зміцнення багатокомпонентних твердих ро-
зчинів у порівнянні з чистими металами. 
4. Окрім напруження старту джерела дислокацій в околі меж зерен, 

енергії дефекту пакування та модуля зсуву матеріялу, що вплива-
ють на величину коефіцієнта ky для чистих ГЦК-металів, чинника-
ми, які сприяють підвищеному зміцненню меж зерен у полікриста-
лічному твердому розчині є: 
• сеґреґація на межах зерен так званої додаткової «корисної доміш-
ки», у результаті чого виникає контакт атомів з високою ентальпі-
єю парноатомової взаємодії та підвищується міжзеренна міцність 

(особливо цікавими у цьому відношенні є дані роботи [27], де додат-
кове леґування стопів CoFeNi і CoCrFeNi Алюмінієм практично не 

зміцнює твердий розчин, але викликає сильне зерномежове зміц-
нення: так, якщо ky становить 541 і 684 МПа/мкм1/2

 для стопів 

CoFeNi і CoCrFeNi відповідно, то для стопів Al0,3CoFeNi і 
Al0,3CoCrFeNi зростає до 1244 і 1014 МПа/мкм1/2

 відповідно; той 

факт, що водночас спостерігається навіть невелике пониження па-
раметра σ0, свідчить, на нашу думку, скорше про сеґреґаційне за-
кріплення дислокаційних джерел); 
• утворення сеґреґації одного з власних елементів багатокомпонен-
тного твердого розчину на межах зерен; навіть за відсутности пере-
важного збагачення меж зерен будь-яким додатковим елементом 

(«корисною домішкою») у багатокомпонентному твердому розчині 
можуть мати місце пікорівневі зміщення атомів, що утворюють 

межі зерен, а такий процес супроводжується, наприклад, зміщен-
ням атомів менших розмірів у стислі області, а більших  у розтяг-
нуті; воднораз щільність меж зерен вирівнюється, їхня енергія по-
нижується, зростає міжзеренна міцність, ковзання через такі межі 
істотно утруднюється і, відповідно, зростає коефіцієнт kу. 
 Характер і сила міжатомових хемічних зв’язків безпосередньо 

пов’язані з ентальпією парноатомової взаємодії. Так, у роботі [26] 
зростання коефіцієнта ky від 588 до 1100 МПа/мкм1/2

 для стопів си-
стеми CoCrFeNiMo зі збільшенням концентрації Mo пов’язується з 
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утворенням сеґреґації Mo на межі зерен. 
 У цілому, проблема зміцнення меж зерен у багатокомпонентних 

твердих розчинах заслуговує на подальше більш детальне дослі-
дження, оскільки можна розраховувати на одержання особливо мі-
цних (майже до рівня «теоретичної міцности» або «теоретичної тве-
рдости») наноструктурованих станів, наприклад у покриттях і тон-
ких плівках. 
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